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Uouvrage sxtr fe Calcul différentiel et le Calcul 
intégral^ qui a paru il y a quelques années sous le 
titre : Lehrhuch des hôhem Kalhils,fûr Lehrerund 
Seïbstlemende. ïferausgegeben von Prof essor Sa^ 
muel Ferdinand Lubbe y Privatdozent an der Uni- 
versitaet zu Berlin. Mit ao Figuren. Berlin bejr 
G. Hajrn. iSaS. 8°, se distingue si avantageuse- 
ment entre tant d'autres écrits sur le même sujet , 
qu'il mérite^ sous plusieurs rapports, une atten- 
tion particulière du public. Tout dérive dans cet 
ouvrage d'un même principe d'où l'auteur déduit, 
d'une manière facile et concise , toutes les théories 
et propositions. Ce point important du haut cal-^ 
cul est en évidence dès les premières pages ; on y 
découvre un vrai système qui ^ fondé sur une base 
solide et naturelle , montre clairement la même 
exactitude et la même évidence , dans toutes les 
recherches Jusqu'à la solution des plus pénibles 
problèmes. En effet ^ pourquoi après tant de dis- 
cussions sur la métaphysique du calcul , après tant 
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de travaux des plus grands géomètres, connue 
Euler, Lagrange, Lacroix > Carnot, Fontaine, 
après tant d'expositions lumineuses sur la nature 
de la difTérentielle , ne pourrait-on pas s'attendre 
à voir les théories de ce genre traitées avec la 
même évideqce (jue celle de l'analyse élémentaire, 
même à la portée des commençans ? Mais il im-. 
porte qu'on choisisse le principe le plus naturel ,, 
et qu'on le suive scrupuleusemeiit dans tous les 
détails. Je crois que l'auteur du livre a bien réussi 
sous ce rapport. 

Il y a encore une autre difficulté à lever, pour 
que le commençant puisse en peu de temps saisir 
cette branche importante du calcul ; c'est de lui 
fournir matière a s'exercer sur la théorie. C'est par 
l'application de la méthode qu'on parvient à com- 
prendre le sens d'une théorie dans toute son étea-r 
due, et le succès, dans ces sortes d'exercices, fait 
naître l'intérêt que le commençant. prend, dans 
la suite , à cette étude. 

Le bon choix et le grand nombre d'exemples 
et de problèmes, rangés méthodiquement et adap- 
tés à la théorie , prouvent que Texpérience a tpu - 
jours guidé l'auteur dans ce choix. La méthode , 
claire et nette , également éloignée de diffusion et 
d'aridité, suivie partout dans ce livre, aussi bîei^ 
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que les solutions intéressantes et quelquefois iiqu^ 
ves , ne contribueront pas peu a intéresser le lec- 
teur à cette importante science. 

C'est donc , sous ce double rapport , que Pori- 
ginal a raéritë d'être ^dopté dans l'enseigne- 
ment public, et qu'il a paru utile à ceux qui , sans 
le secours d'un maitrç , veulent étudiep seuls cette 
branche des Mathématiques et ffiire en peu de 
teinps de véritables progrès. 

Tout cela m'a engagé à traduire ce livre en fran» 
çais, puisque non^seulement cette langue appar- 
tient à une nation qui se distingue par une cer- 
taine prédilection pour les Mathématiques , mais 
aussi qu'elle est ordinairement familière à ceux 
qui s'occupent de cette science. J'ai ajouté quel'^ 
ques notes et solutions pour faciliter encore davan- 
tage l'étude du livre. 

Je crois devoir remarquer enfin que ce livre 
sert de base à un autre ouvrage que le même au- 
teur vient de publier , il y a un an , sous le titre : 
Lehrhegriff der hôheni Kùrperlelire. Herausge^ 
Çeben von Professor Samuel Ferdinand Lubbe^ 
Berlin bej /. A. Riemann^ 1 828., 8°, et qui ren- 
ferme f outre la plus claire exposition de la théo- 
rie de cette science, une nouvelle méthode d'in- 
tégration des équations difierentielles partielles, qui 
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appajrtëâaat exclusiyement à l'auteur y méritera 
sans doute les suffrages des géomètres. 

Le seul but que je me sois pit>posé , en publiant 
cet ouvrage, ayant été de contribuer , selon 
mes faibles forces , aux progrès des connaissances 
mathématiques y j*ose compter sur l'indulgence 
du lecteur. 



Bedin , an tnoîs de décembre iSsig* 



Mauricb KARTSCHER, 
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Des fonctions en général^ et des différentielles. 

1. Les quantités qu'on suppose comme pouvant prendre 
successivement toutes les valeurs déterminées s'appellent 
quantités,, variables j on leur oppose les quantités cens-- 
tantes, qu'on regarde comme conservant toujours là même 
valeur. Celles-là se .désignent ordinairement par les der- 
nières, celles-ci par les premières lettres de l'alpbabet. 

Un ensemble de quantités variables et constantes s'ap- 
-peWe fonction. Ainsi, par exemple, Te spression ar% où l'on 
regarde a comme constante et x comme variable , est une 
fonction. Lorsqu'on y donne à x successivement toutes les 
valeurs déterminées , l'expression ax* même obtiendra pour 
chacune d'elles une valeur différente; par exemple^ faisant 
x = ay =20, =3^9 etc., la valeur de l'expression ou 
de la fonction ax^ deviendra a^, 4^^ 9^^ ^^^* 

2. On distingue d'abord les fonctions, selon le nombre 
des quantités variables qu'elles renferment , en fonctions 
de I, 2, 3, et plusieurs quantités variables. Ainsi, par 
exemple, l'expression ax*^ considérée au numéro précé- 
dent, est fonction d'une seule quantité variable; mais Fex* 

1 
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pression ^y -^ 6x + c est fonction de rleux yariablesy 
quand on pose x variable ainsi que j*. De plus , l'expression 
^^.4" àj" '^' cx-^df où l'on regaiVle «, J^, x, comme va- 
riables, est foncrtion de trois yariabletf; et ainsi de suite 
pour plusieurs variables. 

£n second lieu , on distingue les fonctions selon les opé- 
rations prescrites qu'on doit effectuer sur la variable. 
Lorsque les fermes •contenant la variable sont joints en-^- 
semble par addition, soustraction, multtplicaJtion ou di- 
vision , ou que la variable se trouve en puissance dont 
l'exposant est un nombre entier ou fractionnaire, posi- 
tif ou négatif, mais constant, la fonction s'appelle iilgé- 
brique ( rationnelle ou irrationnelle, selon que l'exposant 
est un nombre entier pu» fra^tiQi)naijre;J(,.]V{aif,^i la fone^î^ 
contient la variable à l'exposant, ou sous le signe du lo- 
garithme, ou comme arc,, ou enGn comme ligne trigono— 
niétriqiie , elle s'appelle transcendante» * 

vO^ plu^fOf^. distingue des fonctions eréltctes et fraction^ 
flaires : celles-là contiennent la variabte seulement an nu- 
mérateur *, celles-ci la contienaent au dénominateur seul , 
ou tant au numérateur qu'au dénominateur. 

.Exemples, ria:-t-i*x* est une fonction algébrique ra- 
tionnelle entière; 

(a*—- a:*)»jt unq fonQ^ipn algébrique ir^'^ionnelVe entière ; 
a. arc (sin ^.x) , une JEpnction transcendante eptiëre ; 

■ ■■ , une fonction algébrique fractionnaire rationnelle; 

TT 9 une fonction transcendante fractionnaire. 

"^ . . « 

Ces exemples sont tous fonctions d'une seule quantité 

variable.. 

a^x 

— ^ est une fonction algébrique de deux variables , en- 
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tiëre par rapport à j? , et fractionnaire par rapport a j. 

. est une fonction de trois variables, algébrique 

et entière par rapport à r , transce(bdanle et fractionnaire 
par rapport kjr^ et algébrique et fractionnaire par rap- 
port k z, ■ 

3. Les équations se distinguent, comme les fonctions, en 
équations à une , devm , trois ou plusieurs Variables , selon 
qu'elles contiennent une , deux , trois ou plusieurs variables. 
Ainsi, par exemple, ax^zszc est une équation à une seule 
Tariable ; 

— -f-.^=: — est une équation à deux variables. 
•/ 

De pi lis, on distingue des équations explicites et îtnpli^ 
cites. Les équations explicites sont celles où la variable se 
trouve seule dans l'un des deux membres de l'équation ; les 
équations implicites sont celles où les variables se trouvent 
mêlées ensemble. 

On peut cbanger toute équation implicite en équation 
explicite y en séparant' l'une des variables que l'équation 
renferme. On cbangera , par exemple , l'équation implicite 
j^ -f" ^* = ^% P*^ '*^ séparation de j*, en l'équation expli- 

cite j" = ( a* ^- a:*)*. II est aisé de voir que cette séparation 
de. l'uiie des variables, ou la transformation proposée d'une 
équation implicite en équation explicite, est assujettie aux 
mêmes difficultés qu'on éprouve dans la solution des équa- 
tions à une quantité inconnue. 

Il Q$t encore ^vident que la fonction d'une variable sera 

•transformée en une équation explicite à deux variables , en 

^lanl la- fonction même a Pune des variables. Désignant, 

par exemple, par jr la fonction d'une seule variable oo:*, 

on a l'équation explicite à deux yariablesj^ = aâ:^. 

C'est de la même manière qu'une fonction de deux, va- 



!.. 
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rîables sera cliaiigée en équation explicite à trois Tariables, 
et ainsi de suite pour plusieurs variables. On tirera , par 
exemple, de l'expression x* + J** — «*, l'équation explicite 

4* En déterminant x arbitrairement , dans une équation 
explicite on implicite à deux variables x et j, l'autre va- 
riable, j^ en sera entièrement déterminée par Téq nation, 
de sorte que les valeurs déterminées des variables x et jr 
ne peuvent pas être prises indépendamment l'une de l'autre» 
ou. que X ayant pris une certaine valeur, jr ne peut pas 
prendre une valeur quelconque arbitraire. Égalant, par 
exemple , dans l'équation iyr^bx=xj'f xkc ,on obtien* 



c~^ 



Dans cet exemple , après avoir fait la détermination ar^^ 
bitraire de Xy on a. trouvé la valeur de j'. Mais on peut 
aussi commencer par donner k jr une valeur arbitrairement 
déterminée, et ensuite trouver x dans l'équation. 

On appelle, dans une équation à d^ux variables, celle 
qu'on peut déterminer à volonté, la i;ariable indépendante 
ou primitive, et l'autre, dont on trouve eifsuite la valeur 
dans l'équation donnée , la variable dépendante. 

Nous représenterons dorénavant la variable indépen-^ 
dan te par la lettre x , et la variable dépendante par la let^^ 
tre^, à moins qu'on ne fasse une restriction particulière. 

On appelle, «dans une équation explicite à deux variables, 
la variable dépendantes^ la yônc<20/t qu'on désigne quelque- 
fois jiBTf{x) ou ^ (x). 

Ce n'est que dans la suite que nous exposerons la dépen- 
dance des cbangemens dans les équations a trois et plusieurs 
variables. Il s'agit d'abord des équations à deux variables, 
et particulièrement des équations explicites à deux va- 
riables. 

La forme ou l'expression générale des équations expli- 
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cites à deux ys^riables est^ d'après ce qui précède y^=/*(j:), 
oùfix), hors les quantités constantes, ne contient que la 
seule Tariable et indépendante x^ 

5. Mettons maintenant dans une équation explicite à 
deux variables x -f- Aa: au lieu de Findépendante x\ par là 
la fonction j z=zf{x) est changée en 

jr + ùijr =/(x + £^). 

D'après cette notation, ùiX indiquera le changement ou 
la différence de l'indépendante x^ ùy le changement ou la 
différence de la dépendante ou de la fonction j^, qui en ré- 
sulte, donc X «f'^<3^ indiquera la variable indépendante 
changée y comme jr + ^J" Iû varîabl& dépendante changée. 
Désignons pary*( ^) la fonction proposée ou primitive, par 
jr =y (a:) y l'équation proposée ou primitive. 

On se propose maintenant de développer ^(x + ù^x) en 
série ordonnée suivant les puissances entières et positives 
de Ax. Qu'on pose pojur cela 

j- + 4^ =/(a: + Ax) =: A + B.ûo? + C.Aa:*+ 

A, By C, etc., contiennent seulement X, et non pas i&:r; 
il faut donc les déterminer. 

Le coefficient A peut être immédiatement déterminé ; 
car lorsqu'on fait dans la série ci- dessus àx == o , ùpr sera 
de même égal a zéro, et la série se réduit à sou premier 
terme : donc ou aura jr c=z A, c'est-à-dife que A est la 
fonction primitive. Retranchant maintenant j^asA, on 
aura 

AX=iB.àx -i'C.Ax*+ ..., 

pu le changement de la fonction exprimé par une série 
ordonnée suivant les puissances entièrés'He ùx. 
On écrit aussi cette série comme il suit : 
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4r =yA^+y^a- + , 

ou 

ou pour abréger > 

où 4 =y +J^Ax + 

Exemple, Soit la fonction primitive ^ = aj:r*; on a donc 

en retranchant ^ = ax*, il reste 

4^ = ^ax^x + aZ^x*. 

Les ooeOîciens A^ B^ G , D. . ., sont donc ici déterminés 
par les valeurs ax% 2âx^ a, o. • . . 
* 6. En divisant par Ar les deux membres de la série 

A^=/ax +yAx* + , 

on aura 

où j^ +y^x + .... sera l'exposant du rapport des deux 
ckangemens ^x et ùjr, ou du rapport des différences. Le 
premier terme du rapport des différences est donc j^.* La 
notation la plus usitée pour ce terme , outre celle defÇx) , 
dont nous avons fait mention au numéro précédent, est 

d T" , . . ^Y 

-p. La première notation du premier terme de ~ indi— 

que qu'il est une fonction de x, et en particulier une'fonc- 
kion dérivée de^ =f(x) (n® 5) ; la dernière fait reconnaître 

son origine de r^. La dénomination ordinaire de ~ est 

coefficient différentiel. 
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'L'objet du calcul dîfiKrentrél' est' de te trourer. ■ "* • ' - 
On désigne ordinaireinent l'expression y =z -^ par 

àx=yàx, ou àjr=s -ji. dx , et l'on appelte df la dijffë- 
rentieUe àejr^ àx celle de x ; et l'on dit que la diiFérentielle 
de^ est égàTe à la quantité y ou -p- > multipliée par la 

(iX ' , ^ ii 

différentielle de x* Mais il ne faut point regarder àj et do: 
en elles-mêmes comme de véritables quantités, ni^'da: et 

^.dj? comme de véritables produits , ni -^ comme un vé- 
ritable quotient. 

Lorsqu'on cberebera dans la suite -la différentielle d'une 
fonction, on n'aura .qu'à chercber le çoçfficietit difféi'entiel 
de cette fonction, et à l'écrire ensuite sous la forme de 
la différentielle, 

clr 
Le coefficient différentiel j- se désigne aussi par j9,et 

par conséquent la différentielle d'une fonction j^ par 

d^ = p,àx. 
Nous avons trouvé dans l'exemple ci-dessns 

d'oii résulte le rapport des différences ' 

Ar 

-=^ = aax +'a^xi 

donc on aura ici le coefficient différéiiftiel. * 

y^';^—p — 2ax,. 

QX , . , i * .. 

et la différentielle est 

djr = aojT.dj^. 



et 
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Nous Tenons d'exposer que, si^ est fonction de x , on 
aura 

AT =yAar 4-^"^^* + • . • » 
et 

dj^s=yda:, ou dj'ssg^.dx. 

En conséquence de cela , on aura dans l'écpiation primi- 

ti?e xz=zf{jr) y en y regardant réciproquement x comme 

fonction de jr^ 

d^ 
àX:=s j- .Aj^-I» a:".A^ -f" • • • • > 

^ Ax u I 

àxzss T-'dj*. 
djr ^ 

De plus y si par exemple t est fonction de u^ on aura 

d^ .m • . 

AZ = -r-.All +JZ .Am'+ ... , 

du 

dJ(=-i-.dii^ 
du 

Réciproquement , étant donnée Fexpression ?— . djr , on 

la pourra remplacer par Au. 

Enfin on pourra dériver d'un^ différentielle donnée la 
différence; étant 

on aura 

àjr = ^. Ajr + y . Aa:»+ .... 



et 



7. En considérant l'expression 



àx Ax. 
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il seira d'abord éyident que la Taleur de -^ (saroir, la sé- 



ÙJÇ 



ne 



4r 



T- +yiix + ...)» en y supposant Aarsso, se ré- 



Ax 



«îr 



duiraâ j-y e'est-i-dire au eoefiicient différentiel. Cette 



\ 



àx 



dr 
valeur sera d'ailleurs peu différente de t^ , si ù^ est sup- 
posée très petite 9 et elle sera d'autant moins différente de 

dy* ". dr 

■p que ùix^ sera plus petite. On pourra donc dire que j- 

est la limite de la Talcur de — • en sorte que -7^ appro- 

Ar ^ àx ^^ 

çhi>i d'autant plus de cette linaîte que Ax est plus petite » 

mais qu'elle ne l'atteint qu'au cas que Ar soit égale à zéro. 

dr 

-p est donc la limite du rapport des différences àe.y et x ; 

ce qu'oQ appelle aussi le dernier rqpport des différences 
de j: et j^ elles-mêmes. D'après cela, on pourra aussi ]fi^ 

dy* Ar 
ger {vojr. n® 6) comment les notations -7^ et -7^ font 

QX ÙX 

reconnaître la liaison intime qu'il j a entre les valeurs 
qu'elles expriment. 

8. On Terra aisément^ d'apris ce qui a été dit , comment 
il faut procéder à l'égard des fonctions qui contiennent 
plusieurs termes. Soit 

où Uy v,.z,, , . sont des fonctions de x. | 

En mettant x + ùx au lieu de j: , on aura, d'après les, 
n^* 5 et 6 ^ ao lieu de u , 

du 
U+ÙU^iU + j- àx + M^Ax» -f. , 
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au lieu de f , 

au lieu de z , 

dz 
z + ùzssz^' -T--Ajr + z^ùx* 4- . . . , etc. 

QX 

On aura donc 

^ dw 

» 1 

£n retranchant la fonction prîmîtiTe, on aura 

(du dw dz \ 

dx'^'dï^dï"''"*/ ^ 

+ (""+*'"+«•+...) ^*+. .. i 
de là on tire, d'après le u® 6 , 

' d^^^^du , de dz 

ai — dï"*'dx^"dï + '"* 

e'est-àrdire qu'urtë fonétîf>n composée de- pi ois ieurs fondions 
de. la .même variable, iiidépençlante, jointes ensenibl|^ par 
Yoie d'addition ou dé soustraction , a pour . différence la 
somme des différences de ces fonctions , et pour son cq^ f-* 
ficient différentiel la spm.m6 des coefficient, différe^itiels de 
chacune de ces fonctions. 

Exemple. Soit^ = ax^ -{- 6a;, ; on a 

u = ûx^ , i' z=sbx ; 

d ou -=— 3= aax , v-==^ 6 > 

dx dx 

on a donc 

dx 
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De l'expression 

4r di/ dv . <i j^ I 

dx dx dx dx 

on conclura aussi, d'après le n® 6, 

On a aussi (n® 6) 

4r = <''' +d*' '4"d* + ' • • > 

proposition qui s'exprime ainsi : la différentielle d'une fonc- 
tion qui est composée de plusieurs fonctions de là même 
variable indépendante est égale à la somme des différen- 
tielles de chacune de ces< fonctions. 

On aura , par exemple , dans la fonction y = ax* + àx , 

cj/" = 2axdx + idx* 

Lorsque l'un des tenues dont jr est composé sera cons- 
tant, il est clair que cette portion, n'influe pas^dans la dif- 
férentielle de la fonçtion._]Q'aprcs cela , les fonctions 

j-ssiax^-^bx et jr=^ax^+bx + c. 

ont la même différentielle.. 

g. Nous avons considéré au précédent dans l'équation 
j- =f(^) , X comme l'indépendante. $oit jr maintenant 
l'indépendante. D'après la première supposition, on a (n® 6) 

d'où 

l=,.(^+y-+...>. 

En mettant au second membre de cette équation V^ étant 
maintenant l'indépendante , d'après le n^ 6, 
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QD obtiendra 
qu'on mette alors 

.'-[È+-^(5|Ar+...) + ...]=-+0Ar+... 

En détçrmiaan^ et. par la méthode des çoieffîçien^s in^dé-. 
terminés, Oi^ obtiendra 

\\ s'ensait ( n** 6). que 

dop i\y 

àjr * dx* 

Exempte. Dans Féquation jr = ox*, on trouve le coeffî-. 
cient différentiel 

2^=200: (no6); 
on aura donc aussi, comme nous Tenons de prouver, 

^ *- ^"^^ -* 2.(0;^)». 

expressioip du coefficient différentiel de la fonction 

^ = ( - J , où j^ est considéré comme rin,dépendante. 
On voit par là qu'on peut opérer sur l'expression 
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dr , , , 

^ précisément comme sur anc fraction dont Sjr est le nu- 
mérateur et dx le dénonkinateur. Néanmoins» l'assertion 
faita dans le n** 6 , qu'elle n'est pas une Ter i table fraction , 
restera en Taleur. 

lo. Soit j- exprimé par z, et z par x, en sorte que j- 
soit une fonction médiate de Fiudépendante x, comme dans 
l'équation jr = z*, oh l'on suppose z =s ax. 

On a, d'après celte supposition, 



et 



^y=flàz+yAz*+..., 



z^ = ~ Aa: + «"Ax» + . . . ; 
en substituant , il viendra 



•de là 



^jr^^Sjr dz ^^ dr=âr.!if.dx- 
dx dz'da: "^ dz dx ' 



•c'est-à-dire que, pour obtenir le coefficient difiérentiel' 
d'une fonction qui est médiate de x et immédiate de z, il 
faut multiplier les deux coefficiens difierentiels de la fonc* 
tion médiate (jr ) et de l'immédiate (z). 

On remarquera d^ailleurs qu'on obtient le même résultat 
en substituant -dans les expriessions 

dr = -r-.dz, djB = -r— .da:, 
•^ dz dx ' 

la valeur de dz , tirée de la dernière de ces expressions , dans 
la première *, il viendra, comme ci-^lessus. 
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^ àz dx 
Exemple, Soit à diiFérencier ^ = z*, o& z =: ûx. {W* 
• ^ dr , àz 

donc -r- = az«« = 2a*x, ^ 

dx 

résultat qu'on aurait immédiatement obtenu en différent 
cîant l'équation y = a*x*. 

II. Soitj^ = u.i/, oii u, i' sont des fonctions de x\ en 
substituant x -f- ^o: au lieu de or ^ on obtient 

j*-f- i2^j^= (u -4- ^w) • (♦'+ ^•') = M«^+ ^Am -f- uLv -f- Au • Ai'. 
En retranchant l'équation primitive , il vient 

Or on a 

dti 



Au s:^ Ar 4- u^Ar* -+-.♦., 
dx 



et 



■ . < 



I 



a;, -r: i^ Ai + i/"Ax* + . . . (n* 6). 

CJtA 



Substituant y on a - 

Aj^ = f. — Ar+w- ;|— Ajr+i'. a''Aa:*-4-«««'*Aa:*-f' • • • 

, du j I «ï*' j 

d^ = f.-r—.dj: + u, -r— . dr. 
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Étant d'ailleurs (a** 6) -r-.dar== du, et -r— .dxsrdf, 

on a enfin 

• . dj^ = vdu -f- wdv j 

c'est-à-dire que pour avoir )a différentielle du produit de ^ 
deux fonctions de'a:, il faut multiplier chacune par la 
différentielle de l'autre ^ et ajouter ensemble les deux ré- 
sultats. 

Si Ton a ^ = a.u^ o& a est constant et u une fonction 
de a: , on a , d'après la proposition prouvée ci-dessus [puis- 
que da=o, (n** 8)], djrjBza.du. 

Soit maintenant jf:=:ii.i/.z; en supposant u.w = n, 
on a "^ 

âjrss nAz 4- z&n , dra = uiv + vdu ; 

■ 

substituant les valeurs de n et de an à la valeur de Ajr^ on 
aura (n" lo) 

dr ^ uzdc + i'zdtt + us^àz. 

Il en résulte le moyen de trouver la différentielle d'un 
produit des fonctions de la . même variable indépepdante 
quel que soit leur nombre; savoir : il faut multiplier la dif-^ 
férentielle de cbactine lie œs fonctions par l^iproduit de 
toutes les autres fonctions et ajouter ensuite ensemble ces; ' 
résultats. 

12. Nous voilà, d'après cela, en état de différencier 
L'équation 7*= a:*. 

On a j:"=7:x.j;.J?.*«, ou les fonctions de x^ notées 
en général au inunéro précédent par u^ y, z. • •, sont par^ 
conséquent toutes égales entre elles et en même temps, 
^ales à X, Chacun des termes qui forment la différentielle 
sera donc égal à x^^^àx. Or ces termes sont au nombre 
de n \ donc on aura 

dj = d.or" = na:"""'da:. 
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D'après le n^ 9> ou en tirera aisément la diffërentielle de 
jr^zx^^ lorsque j^ est la variable indépendante i ou de 

X 

X ^=jr^» Savoir , on a (n® 9) 

En changeant les lettres x et j^^ on aura donc 






n 
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dr = à.xn =s - xw'^'dx. 

n 

De là on trouve aisément, à Paide du n** 10^ la différent 

nt I 

tielle de j^ =3 j:n en mettant ar» = 2. On au va alors 

X 

I 1 

donc èr = mz*~*dz , ds = -x» ""'dx : 

par conséquent ( n° 10 ) 

/ n *M ut 

d . r = d x"^ =: — xn""'dx. 

Soit ainsbdans la fonction y = x", m un nombre entier 
ou fractionnaire y mais positif, on aura toutes les fois 

dj* = d . x"= 7»x"'""'dx. 

Voilà donc la règle : pour trouver ta différentielle de 
x*^, où m est un nombre positif , entier ou fractionnaire, il 
faut multiplier dx par l'exposant de la variable indépen- 
dante et par la i>uissance proposée , dont Pexposant est di- 
minué d'une unité. 

I 

i3. Soit j^= -, où M et V sont des fonctions de x j il 
vient (n* 6) 
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du ii^ 

On tire de la fonction proposée 
De là on a y en substituant â: -f- ^ au lieu de X, 

4y 4- V. AT* +J*. Al^ + Al^. AT'ssil + AU, 

en retranchant ujrzszu^U Tiendra 

**-V+J^.Al' + Al'.Z^=z=All, 

deU • 



i>+^AX+i^''A^*4*... 
En égalant la dernière fraction & la série suivante - 

oha^fi^... sont des ooef&ciens indéterminés» on obtiendra 

du di» 

ou 

dtt df^ du di» 



donc (n^ 6) 



V* 



du j di^ , 

<|yss , 



P» 
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Or, on a (n* 6) 

on aura donc enfin 

j - Il î^iu — udv 
cn^s=:d.~= r— • 

II en résulte que la dîfiSrentielle d'une fraction dont 
le numérateur et le dénominateur sont fonctions de la 
même Tariable est égale à la différentielle du numérateur 
multipliée par le dénominateur, moins la différentielle du 
dénominateur multipliée par le numérateur, et le tout 
divisé par le quarré du dénominateur. 

Soit donnée l'équation 

j^==j:-»=:?— , où 11=1, i^=ar*, 

donc dusso (n* 8),. dv^ssmx'^^dx (n* la); 
donc on a 

a.—- =s :: =s — mx ■• 'dx. 

> Soit de plus 
j^=x~'c=s— ^, où 11=1, VBsfer^dwss— «"•'dr (n* la); 
donc 



m- ' ' n 

X » 



— — X »"'dx 

.m 71 m m , , 

d • •^"» = ^ — ~ 17 ^»"*J*f 

d'où l'on conclura que la différentielle de x"*, où m est un 
nombre négatif, entier ou fractionnaire , sera 



\ 
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En comparant arec cela ce qui a été dit an numéro pré- 
cédent sur la différentielle de ^r*" ( où m était regardé seu«- 
lement comme un nombre positif) , on aura la proposition 
que Toici : d.x"* est ^al kfnx^'^^dx^ soit que m désigne un 
nombre entier ou fractionnaire , positif ou négatif , c'est- 
è-dire que la différentielle de x^, soit m un nombre positif, 
négatif, entier ou fractionnaire, est égale à do; multiplié 
par l'exposant de la variable et par la puissance proposée 
dont l'exposant est diminué d'une unité. 

i4* I^es règles énoncées dans le précédent suffiront pour 
la différenciation de toutes les fonctions algébriques. Votci 
encore quelques exemples de l'application de ces règles. 

Exemple i. Soit ^ = (a + te")'. 

Mettant w^bx^zssZj on aura 

jr-zs z^f àjr = iu""'d« ( n® 12 ) ; 

donc (n® lo) 

4f = ^"^ ( ^ + bx^y^^.x^^^dx. . 

ax 
Exemple 2. jr:=z , . 

Comparant cette fonction arec ti et 1^ au n* i3 , on aura 
UssaXf dttss;a.dx (ti^ 11), 

yss^p + Ca-fa:*)*; qu on pose a + j:» = «, il en résulte 

et d2:=!2ardx(n~ 8y la); 

donc 

a.« 
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1 I 

d.(a + ar*)* = x ( a + x* )-• dx (n» lo) j 
par conséquent 

d«* = dx + ^^^(n*8), 

d'o& 



adx[j:+(a +a:')* ]— ordx i +- 



[x+Co+x»)»]» 
ou après la réduction 

ifàx 



?] 



(a+x*)*.[x4-(«+x')»]» 

Le lecteur fera bien de s'exercer en différenciant les fonc- 
tions suivantes , alléguant avec soin les r^les énoncées, 
cdmme on l'a fait aux deul exemples précédeus. ,. 



a / ^ \* 
Exemple 3. J^ — ~^\^'^x) ' 



Exemple 4* J' 



X 

t +x 

(i^x)^—(i+xy 



Des co^fficiens différentiels et des^ différefUieths 

des ordres supérieurs. 

Ar 

i5. Le coefficient dilférentiel ~ =/i étant une fonc* 

tion de X ( n^ 6 ) , on en peut prendre comme d'une fono' 
tiouprimitiyeyla diiférenoe^ le rapport des différences et 
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le coefficieut différentiel. Or, la notation du coefficient 

■ dy • • • i 

différentiel est-r=^, si j^ est la fonction primitive; il fau- 

QX 

drait dyne , si l'on regarde -p- comme fonction primitive i 
d'aprèa l'analogie ,1 désigner le coefiScient différentiel du 

■■(s) 

coefficient diff^^rentiel par — -i ; mais on le désigne or- 
ci^ 

d*r 
dînairement par -t-^ ou par/** {x) , le plus souvent par b 

lettre q. On l'appelle avec raison le second coefficient dif- 
férentiel ou le coefficient différentiel du second ordre de 
i^ fonction y* 

Aussi l'écrit-oi|| tout comme il a été exposé pour le 
premier coefficient différentiel (n^ 6), sous cette forme 

d*jr=:^.da:% ou d*j- = f.dx*, 

en nommant dans cette expression A^jr la seconde différen* 

lielle Aejr et dx* le quarré de la différentielle de x. 

dV 
En regardant j^ comme fonction primitive, on obtient le 

troisième coefficient différentielde^ySavoiTy--^-^ . An lieu 

de cette notation , on se sert plus fréquemment de celle de 
T^, de r ou de/* {x). La différentielle troisième de la 

fooction j^ sera par conséquent 

d'r 
d^st=-j^.dx% ou dy = r.dx^ 

On en conclura aisément les notations des coefficiens dif* 
férenti^ls et des différentielles ultérieures. 



/ 
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On appelle les coeffîciens différentiels et les difiSérentielies 
qui surpassent le premier ordre, coejpciens différentieh 
des ordres supérieurs, ou cœfficiéns différentiels supé^ 
rieurs, et d\fféreniieUes supérieures de la fonction prif- 
mitiye^. 

On voit aisément que la seconde différentielle 

s'obtiendrait y si l'on différenciait la différentielle première 

dr 

de telle sorte qu'on regardât Ajr et d:r comme de véritables 

quantités ^ tXpix comme un produit y djr eX. p comme va* 

riables , mais Ax comme constant. En effet, on obtiendrait 

d r ' 

alors de 4^ = -p- . Ax^ 

d.dj^=:d.^dx, 



ou 



d*r 

en multipliant par àxeï divisant 

d*r , 

î:=T-ï^.dx*, pu d*j^ = y.da:'. 

On obtiendrait de la même manière de la différentielle 
seconde d^=9.dx* la différentielle troisième, en diffé- 
renciant de la sorte, qu'on regardât d'j* et ^ comme va- 
riables , et Ax^ comme constant ', et ainsi de suite pour les 
différentielles successives. 

Après avoir exposé aux numéros précédens la méthode 
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• 

de différencier toute fonction algébrique , nous sommes en ' 
état d'en trouver aussi les différentielles supérieures, cba- , 
cun des coeffîciens différentiels successifs d'une fonction 
algébrique étant de même une fonction algébrique. 

Nous développerons y pour servir d'exemple, les diffé- 
rentielles des ordres supérieurs de la fonction y = ox". 
On a (n*^ 12) 

g = m«x— , g = m(m - i)aar-% 

dV 

--î^ = m(/n — i) (m — 2)aa::""*', etc.. 

De plus 9 

Ay = mox^^'dx, dy= m(r?»-^ i)ar'""'Ma:* , 

dy = m(m — i) (m — 2)«ar'"""^dj:' , etc. 

/?e 2a transformation d!une fonction en série or- 
donnée suis^ant les. puissances entières de la 
variable. 

i6. Nous exprimerons maintenant , à l'aide des diffé- 
rentielles supérieures y une fonction d'une seule variable 
par une série ordonnée suivant les puissances entières do 
cette variable» 

Soit représenté la fonction par jy et la variable qu'elle 
renferme par x. Supposant à volonté la série 

j^ = A + Bar + Cor* + . • . , 

on se .propose de déterminer les coefficiens A, B^ G. . • , 
c*est-^ dire la série elle-même. 
« Pour déterminer d'abord A , il faut égaler x h zéro aux 
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deax membres de l'équation; la valear oit se tédaira j^ 
lorsqu'on y met x =? o, soit représentée par 

donc on aura 

On déterminera les antres coefficiens, si l'on fait x ss o 
dans les coefficiens différentiels successifs de l'équation 

^ = A + Bx + Car» + Da:'+ .... 
Ainsi on aura 

j9 = B + aCx + 3Dar*4-4Ear3 4- ... 
^ = aC 4- 6Dar + laEx* + . . . 

r :p 6D + 24Eaî + • • • «*«• 
Donc 

i'«=« = Bf sr,c-:o==:aC, rr=o = 6D ; etc. ; 

ou la notation j: ;=: o jointe aux coefficiens diffîrenUe k 
( laquelle se pourrait prononcer par ; si l'on fait x é|;al à 
zéro ) indique qu on y doit mettre x = o. 
Ainsi on obtiendra 



Enfin il en résultera 



1.2 1.2.3 

Exemple I . La fonctionnas , ■ doit être transformée 

en série ordonnée suivant les puissances entières de x. On 
a ici y d'après les règles précédentes de la différenciation , 

— a 2a _^ — 6a 
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Il rânt de p^oa . 



Ces valeurs trouvées , substituées dans la série développée 
ci-dessus , 

00 obtiendra 



'• it •""ïs" ••*' ^"^ îT" • **"" T^ • • • • 



« 

Au reste , on obtiendra ce même résultat en déterminant 
flans l'expression . . " a= A + Bx + Cjr* + • . .^leaooef» 

Ù "T'X » 

ficiens indéterminés suivant la méthode ordinaire; auaai 
obtiendra-t-on le même résultat en divisant a par b + x. 
Le lecteur pourra lui-même s'en convaincre par le calcul. 

Exemple a. Soit à développer suivant les puissances 
entières de xla. fonction 

• 7* = (a + a:)", 
pn a 

p = m(a + or)'"-* , q =s m(m — 1) (a + x)"""* ; . 

r = m{m — i) (m -*- 2) {a + a:)"""' , . . . etc. , 

• ^ 

JTszso = <*"* 9 Px=o = ma"""' , j^B—o 5s= m(i» — i )«""*, etc. 



Ces valeurs substituées dans la série générale ci-dessus , 
on aura 
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\\ est visible que l'expression de cette série restera en va- 
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leuTf quelque nombre que désigne m, positif on négatif , 
entier ou fractionnaire, parce que les coefficiens différen- 
tiels précédemment développés sont les mêmes pour tous 
les cas ( n^ 12 , i3 ). Ainsi yoIU la proposition du binôme 
démontrée tout en général et pour l'affection de l'exposant 
quelconque. 

Comme on peut regarder dans une expression de plu- 
sieurs quantités chacune d'elles arbitrairement comme 
Tariablci à moins qu'il n'y ait rien ailleurs de déterminé, ta 
proposition énoncée dans ce numéro apprend en effet à dé- 
velopper une expression suivant l'une des quantités qu'elle 
renferme. Elle porte » selon son inventeur , le nom depro^ 
position de Maclaurin, 

En effet y on peut 1 dans le premier exemple, développer 

la fonction jr sb y-r-— suivant les puissances entières de b- 
en prenant les valeurs de 

dr — a à^jr _^ na 

3^™ (M^' dé* "" (b+xy* ^^^•' 

et la série posée pour ce cas 

^ =3 A + B6 + C*' -H . . . 
d evient par là 



ft+X X X^ X 

Sx l'on développe dans le second exemple la fonction 
jr = (a -f- x)" par rapport à a , on obtient 

I i.a ' 
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17. Soit dônnëe une fonction déréloppée tûiTaiit les 
puissances entiëres de x , donc 

^ = A + Bx + Cx« -f. . . . , 

ou ( n® 16 ) Ay B, C. . • sont égaux à 

I 
^"«=0» Ps^=»y y«=o» Y^» ....* 

Si l'on met au lieu Aex^x^àx:=^x -^h^jr deriendra 
J^+A7^=J^ + ^ (en sorte que ax = A désigne ici la dif- 
férence de l'indépendante ^ àjrz^k celle de la dépendante 
on de la fonction ). II viendra par cette substitution' 
. ( A, B^ G. * • ne contenant pas x)^ 

^+*=A+B(x-hA) + C(x + »)»4-D(x + »)'+.... 
= A +Bx+CLr»+Dr5+. . .+A(B+2(lr+3Dx*+. . .) 

4-A*(C+3Dx+...) + *^(D + ...)+ 

Mais la fonction proposée étant j^s=A + Bx+Gr*+. . > 
on en tire 

/?=B+2Cj?+...,5as2C+6Dx+...=r2(C+3Da:+...)ietc, 

( De même comme on a déjà obtenu au numéro précédent.) 
Il vient donc enfin 

A* A^ 

^ + *=j' + Aj'=j'+p.A + y . — + r.~^ + 



• • • 



. Betranchant j* des deux membres de l'éqaatton, on ob- 
tient ' 



OU 



dr , d"r Ax» , 

^=K*'-*"dP-r:i+-- 

Voilà donc non- seulement la fonction changée, mais 
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aussi le changement de la fonction exprimé en série suivant 
les puissances entières de la différence de l'indépendante. 
Cette série s'appelle ^ selon son auteur , le théorème de 
Tajlor. 
Cette série s'exprime aussi par 

OÙ 

I 

4<= ;2- + r. -^4. ... (Fi^r-. n« 5.) 

Nous pouvons donc, au moyen de ce numéro et du pré- 
cédent, développer non-seulement une fonction suivant les 
puissances entières de l'indépendante 1 mais aussi le çhan^ 
gement de la fonction suivant les puissances du changement 
de l'indépendante. Les cœffîciens de ces deux séries sont des 
coeffîciens différentiels de la fonction proposée,' lesquels^ 
dans la première série , sont déterminés par une supposition 
particulière de Findépendante ( savoir par x = o ). 

Les deul manières de développement se peuvent effecr 
tuer pour chaque fonction de laquelle on peut trouver les^ 
coe£Bciens différentiels successifs. Cela n'étant montré jus- 
qu'ici que pour toutes les fonctions algébriques, ces deux 
méthodes de dévieloppement ne se peuvent appliquer jus- 
qu'ici qu'aux fonctions algébriques. 

Pour proposer un exemple , soient données les fonctions, 
à développer 

I —X 



^=47-^ et ^=(i-a:»)* 



De la (UfferenticUion des fonctions transcendantes ^ 

i8. Soit d'abord ^ssso*. En substittiant x + ^x au 
lieu de x, on aura 
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*9 



1 

Si l'on met tf = i -f> 6, on obtient ' 

a — i=:(i+é) — i=(n'*i6) — Ô-4 î: Ll^ 

I 1.2 

i.a.3 ^ 

Cette expression ordonnée suivant les puissances de Ax» 
il vient 

En exprimant par k le coefficient de Ax , Sjayoir : 

*^T+T • — ^*^'^ — -r-+~i — •••' 

on a 

Ay = a*.^x.k + a^ — r [(a — i)*— (a— i)' +•..]+••• 

d'où (n* 6) 

d^ = d.a*=:*,a*.dar. 

De là on tirera, d'après n** i5, les difiérentielles des 
ordres supérieurs ; en effet on a 

d*j'=**.a*d«», d> = *'.«». dar', etc. 

Aa moyen dé ces différentielles on déyeloppera ( d'après 
n^ i6 ) la fonction jrz=:a* en série ordonnée suirant les 
poissances entières de x. On a ainsi 

jrs=o = û'«so = û* s=s I , p», = *, 
5r,ao = *», r;p-o = *\ etc. 



3o _ DlïFéBDICIATIOK 

La série de Madaurin du n*^ 16 donne par la 



En faisant maintenant dans cette série ar = i , on a 



a=i+7+— +7:o+--' 



En prenant ici * = i , et posant la valeur de a, changée 
par cette supposition, égale à x, on aura, en développant 
quelques termes 



c=i + i + — H 5 +...=32,7182818:-: 

1 1.2 1.2.0 

On aura donc 

^^ I 1.2 1.2.3 
mettant de nouveau dans cette série x == * , il vient 



^ I 1,2 1.2.3 



On a donc 
d'où on tire 



c* = Oj 



, log'û 
*aoge=loga, ou A:s=j^. 

Il va^sans dire qu'il faut prendre, dans cette expression, 
les deux logarithfnes dans le même système, 
ig. Nous venons de voir qu'on tire de ^ = «* 

dj = *.a*.dx, 
et de là , si Ton regarde jr comme l'indépendante { d'après 
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Mais pn tire en même temps de ^ =ia*, 

x.loga = log^-i 



donc 



xzsz^^ et Axzsi\ 'àAotLYx 

log a log a ^"^ 



par conséquent 

log a ^"^ •r-*<^^ 

ou . 

d r 
d-logT'slogc. -^. 

( Il faut prendre ici logj^ et log e dans le tnéme système.) 
Si l'on prend le système dont la base est égale à 
« = 29718* •• (n* 18) y on aIoge= I , et qu'on désigne 
le logarithme de jr pour ce système par \o\^jr^ il vient 

Ce système dont la base est e, s'appelle le système des lo'- 
garithmes naturels, népériens ou hyperboliques. 

La proposition trouvée dans ce numéro , suf la différen- 
tielle du logarithme d'un nombre , est donc 

d.logj^=loge:-^ et d.log'j'ssr^, 

c'est-à-dire que la différentielle du logarithme d*un nombre^ 
pris dans un système quelconque est égale à la différen- 
tielle du nombre , divisée par le nombre lui*mème , et mul- 
tipliée par le logarithme de es= 2^718. •• pris dans le 
système adopté. Pour le système népérien, la différentielle 
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da logarithme d*un oombre est égale à la différentieUe de 
ce nombre divisée par le nombre. 

On a d'ailleurs, lorsqu'on prend les logarithmes dans le 
système népérien^ diaprés le n® 18, la série qui suit: 

^ i.a i.a.3 

90. Nous développerons maintenant, par le moyen du 
n® 16, la fonction J^ = log ( i + ^ ) en série suivant les 
puissances entières dé x. On a 

loge, . — loge, ^. 2.log e 

/=4i09), ?=(ïqg).(«3), r=^3,etc., 

tf où 

r«=ir=log;=o,/?:r=;o=doge, ?*-»=— loge, r^^=ra. loge, etc. 

Ces valeurs substituées dans ta série de Maclaurin au 
n^ 16, on a 

j^=slog(i+j:)=loge^j: — — 4.y— J+...J. 

On voit aisément que les termes de cette série deviennent 
d'i^U^t plus petits qu'ils s'éloignent du commencement, 
au cas que x $oit une fraction véritable (dont le numéra- 
teur est plus petit que le dénominateur ) ; mais qu'ils de- 
TÎennent d'autant plus grands au cas que x soit une frao- 
tion plus grande que l'unité, parce que la valeur des puis- 
sances successives d'une fraction ivéritable va de plus en plus 
en diminuant , tandis que celle des puissances successives 
d'une fraction plus grande que l'unité devient plus grande. 
lies premiers termes ne suffiront donc pas k trouver le lo- 
garithme par approximation, à moins que x ne soit une 
fraction véritable. On s^exprimelk-dessus, comme on sait, 
en ces termes: «Xa série ci-dessus n'est convergente que - 
lorsque x est une fraction véritable, a 
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f 

Un aut^e, incoiiTémeiit de cette série consiste dans le 
changement des signes dont les termes respectifs sont 
affectés. 

Yoîci un procédé pour trouver une série qui est plus 
commode pour le calcul. Mettant dans la série ci-dessus 
— a: au lieu de + x, on aura 

- / X* x^ x^ \ 

l<^(i— x)=loge(^— X — — — y — -j— ...y 

fietrancbant cette série de la première , on obtiendra 

=: a log e f x+ y +-5- + . • .)• 
Faisant maintenant 

— 1 H — , d'où x = 



I— X n 2/t-f'2 

on aura 



ou 



Iog(»+z)=logn+alog£^^ + i(^)+...]. 

Au moyen de cette série , on peut trouver assez exacte- 
ment par un petit nombre des premiers termes le loga- 
ritlime d'un nombre , puisque la série est assez convergente 
et que les termes successifs vont assez vite en diminuant. 
Si n est plus grande que l'unité y la coni^ergence de la sé- 
rie s'augmente encore davantage. Pour trouver le loga- 
rithme du nombre ra -f- 2> il est nécessaire de connaître au« 
parafant celui du nombre n. 

3 
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ai. Pour le systèiue uépérien^ dont la base est e, la série 
ci-dessus se changera ^ suirant la notation adoptée dans le 
n* 19, en 

log'(n+z)=log'n + a[—^ + i(— y + ...]. 

Les premiers termes dé cette série suffiront à trouver 
assez exactement le logarithme népérien d'un nonibre. Si 
l'on fait , par eiemple ,n=z:ietzï=:i, ona pour le loga-* 
rithme népérien de 2 

log'a=2(| + i.^ + ^.^+...); 

mettant ensuite n=r a , substituant, au lieu delog' n, la va^ 
leur que nous Tenons de trouver , et faisant js = 1 , on ob- 
tient le logarithme népérien de 3. Pour trouver le loga- 
rithme de 4 1 On mettra 4^=^^% ^'^^ log'4^^^ ^^g' 2* ^^ 
déduira aisément de log^ 4 9 ^^ '^g' ^ > ^^ faisant nss^cX 
z = I. Pour trouver le logarithme de 6 , on mettra 6=3.22 ^ 
d'où l'on tirelog^ 6=:ldg' 3+log' 2. Ces deux derniers lo- 
garithmes étant déjà trouvés , on connaît aussi celui de 6. 
De là il est clair qu'en général on n'a qu'à chercher les 
logarithmes népériens de» nombres premiers à l'aide de la 
série trouvée ci-dessus : on eu déduira aisément ceux de tous 
les nombres composés. 

L'expression trouvée dans le numéro précédent 

x — Y + y — . ,..J, 

devient pour le Ic^arithme népérienj 

log'(i ^x)=x — — + Y^ 

11 suit de là que si l'on veut passer du logaHthme né» 
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périen à celai du même nombre claiM un système qiie1« 
oonqiM i on n'a qu'à multiplier le logarithme népérien par 
loge, c'eslrà-dire par le logarithme du nomlire 2,71828*.. 
pris dan» le système qu'on yeat adopter. Ge facteur lo^ e, 
qui difiPère pour chaque système, s'appelle ie module du 
système. Pour le système de Briggs, dont la base est, 
comme on sait, égale a 10, le module; > qu'on désigne fré- 
quemmientpar log rulg. e, ou log tab. e, ou log bri^. e, 
est Bs 0,4342^* 4 . . Nous le trouverons aisément par la 
série donnée à la fin du numéro précédent, en faisant 
n = i , z s= ^ En effet, on obtient ainsi 

log tab. 10 = log tab. 1+2 log tab. e T^-f i^ 9.J +... j , 
c'est-à-dire 

d'où l'on trouve pour log tab. e, ou pour le module du sys- 
tème de Briggs, la valeur ci-dossus. On peut encore opérer 
plus commodément en cherchant 1<^' 10 = log' 5 -f- log' 2 
par la série trouvée au commencement de ce numéro , sui- 
vant le procédé ci-dessus exposé; on aura alors 

log vulg. I o = log vulg. e log' 1 o , 
ou 

log Tulg. e = j-^. 

Réciproquement, pour passer du logarithme d'un nom- 
bre dans un système quelconque à celui de Néper, il est vi- 
sible , d'après ce qui a été dit , qu'il faut multiplier le loga- 
rithme connu par | , en prenant log e dans le système 

donné. £n passant, par exemple, du système de Briggs au 

népérien , ; est égal à — y;r-, — > — ^ :=^ 2 , 3o25S . . . 

' ^ loge ° 0,434294* •• 

3.. 
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C'est par cette fraction qu'il £siudra par oonséqvent iiiiil*^ 
tiplîer le logarithme d'un nombre dans le système de Briggs, 
pour obtenir le logarithme népérien du même nombre. 

Remarque, Nous entendrons dans la suite j par le signe 
log, toujours le logarithme népérien. 

22. Yoici maintenant quelques exetaiplês de la^différen^* 
ciation des fonctions exponentielles et logarithmiques. 

(i) Soit j* z=: x^f oh z et jr sont fonctions de x. On a , en 
prenant les logarithmes des deux membres de l'équation^ 

lo%jr=zz. log^r^d'ob (ii) d.logj*=: jsd.logx+logx.dz, 

ou (19) 

•f- = Z. — + log S.iZf 
jr X 

d*oii enfin* 

<^ = d.x*s= ■ ' ' ^-Iogg.je*.dx. 



(a) Soit 



L(i+a:)* — (i— a?)s J 



Multipliant d'abord le numérateur et le dénominateur de 

la fractîon^sous le signe du logarithme par (i-f-<^)*4*(i*'^'9 
il vient 

,r=iog[ ^ X J' 

soit maintenant 

— I-i— i.=sz et i + (i— «•)• =11, 

X 

de là 
, — xdx . — darf 1 +( I —«*)'] 
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donc 

— dx 



djr = 



x{i — x^y 



Le. lecteur s^exercera en résolvant les problèmes sulTaos, 
dont on n'a donné qn^ les résultats. 
(3) Soit 

L(i4-ar*)ï — ocJ 
En multipliant d*abprd la fraction du radical au numéra- 
teur et au dénominateur par (i -f* ^)^ + ^> il viçnt 

jr — log[ar 4.(14. x*)*]r 
On aura 

dx 



4r= 



C4) Soit 



L(«+**)*J 



Ou trouTcra 

dx 



4r= 



x(i +x^y 

De la Différemielk de Varc. 

23. Considérons maintenant de noureau la série dans 
le ij® 7. 

qui sç désigne aussi (5) par 



•. 
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y ùVLj? (6) est une fonclioQ seulement de x-, maïs '^àx ren« 
ferme Ax aussi bien que x. Si l'assertion faite dans le nu- 
méro cité était généralement vraie, savoir, que 4^**^ ^^cvient 
nul dans la supposition de A:r = o , ou que la série se réduit 
à p^ tl faudrait qu'elle eAt lieu pour toute valeur de x. Dé-^ 
veloppons > pour examiner -cela par le moyen du théorème 

AT - 

de Taylor, U série de — pour la fonction j* = (or* — a*)* . 
On a 

Dans la supposition de A:r = o et en même temps de 

X = a ^ chaque terme de la suite 4^^ devient ~ , expression 

d'une quantité indéterminée, laquelle nous allons considé- 
rer dans la suite et qui n'est pas nullç dans tous les cas. On 
conclut de là que, pour Ax =: o, 4^^ ^^ devient qn'en 
général égal à zéro, c'est-à-dire non pas pour toute valeur 
de X. 

De même, la second^ 'proposition faite dans le n** 7, sa— 

voir que la série de — s'approcha de plus en plus de jp à 

mesure que Ax diminue, n^^ pas yrafe pour toute valeur 
,de :r, comme on se convaincra aisément par l'exemple pré- 
cédent, où, poa» xtaz^i, p devient ttut, et chaque terme 
de 4^^iufîi^i) au moins il n'est pas clair commient une sé- 
rie (dans notre cas, 4^^)? ^ont chaque terme est infini, 
doive s'approcher de plus en plus de zéro, après être mul- 
tipliée par une quantité de plus lap ^us décroissante. 

Nous allons considérer maintenant de plus près ce dé- 
croissement de 4^^ ^^i augmente dte plus en plus avec le 
décroissement de ax et dont nous veii<:>ns de montrer qu'il 
n'est vrai qu'en général. On ne saurait mettre des bornes 
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^u dcci^oUfiemaift de A;^ , ni à celui de 4^àx qui en rosult^ : 
car, si par le décroissement de àx , 4^ ^U^^ àéîh deveiiu 
une iiDrt petite quantité, on pourrait rendra Af enopr^ 
joindre, en 3orte que 4^^ dei^isndrait encore lia^iudre que 
la fort petite quantité précédemment mentionnée* 

On s'exprime là-dessus , avec raison , en oes termes: 
« -^àx peut devenir > par un décroissement de /ix , plus petit 
que toute quantité assignable, quelque jpetile qu'elle soit. » 
£n conséquence , il serait contradictoire de vouloir déter^ 
miner la grandeur ou la petitesse de Tex pression 4^^ dapjs 
sa moindre valeur , puisque , d'après ce qui précède, il 
^'existe pas une telle valeur qui soit la moindre, la valeur 
Aor = o en étant exclue. 

Pour éclaircir cela par un exemple tiré de la Géométrie 
élémentaire, imaginons un cercle dans lequel soit inscrit 
un polygone régulier d'un nombre indéfini de côtés. Que 
Von compare la différence des deux aires , du polygone et 
du cercle, à notre Aor; elle a, comme 4^^ > ^^^ certaine 
valeur assignable , mais qui peut, en poursuivant de parta- 
ger en parties égales les côtés du polygone , devenir moindre 
que toute aire, quelque petite qu'on l'imagine. 

24* On sera en état, d'après ce qui a été dit, de concC" 
voir la vérité de la proposition qui suit. 

Si ces deux expressions 

AO ^ . Aô ^ 11/ 

— > #. + *^AJr ^ — < « 4- 4 Ajr, 

AJ? àX 

sont vraies pour une valeur quelconque, tant de x que de Ax , 
on aura 

ax 

f et « sont ici d^ fonctions da x ; -^ et -^Z daignent des 
suites ordonnées suivant ks puissances eniîères de àx , dont 
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les coeffîciens sont des fonctions de x. £n conséquence, 4^^ 

et 4'aj: y quoîqu'îk difierent entre eux quant à la valeur^ 

sont conformes entre eux, en tant qu'ils puissent, .en gé^ 

néral, derenir pour toute yateur de or, par le décroissement 

de Aj?, plus petits que toute quantité assignable, quelque 

petite qu elle soit. 

d^ f r 

Pour la démonstration , mettons que -p n'étant pas égal 

à «, soit ou plus grand ou plus petit. Supposons premiè- 
rement 

où ^ étant de la même nature que «e , savoir une fonction 
de a:, et indépendant de A:r^ peut prendre , pour une 
valeur quelconque de x, une valeur assignable aussi petite 
que l'on roudra. On obtiendrait de cette manière (6) 

— = « + « + sr.Aor^ 
Ax 

oii AT. A;r est de la même nature que -^^ et 4'ax. Qmiparé 
à la seconde supposition 

A0 

on aura 

« + /3 + ft.^x <; fit + 4'*^*» 
ou 

$ < 4'-^ — «-.Ax,. 

ce qui ne peut avoir lieu pour toute valeur de x, parce que 
4^.Aa: — x.Ar (23), pour une assez petite valeur de Ax, 
peut devenir moindre que toute quantité assignable, quelque 
petite qu'elle soit , donc aus^ moindre que jS» 
£n second lieu , si l'on mettait 



I l 
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on obtiendrait 



— = « — -(^ r.Aa:, 



d'où Ton tirerait 9 compi^ré à la première sappositîoni 

ou 

jr.AJP — 4^^ > ^9 

même contradiction que la précédente. Donc , — ne pou- 

Ail» 

Tant être ni moindre ni plus grand que «, il faut qu*on ait 

r 

d^ 

do: 

Le lecteur prouvera aisément que la de'monstration pré- 
cédente et la proposition par là établie est juste dans le 
cas que 9 dans les deux suppositions, l'une des deux quan- 
tités 4^ et ^' soit nulle, ou que -^ ou 4'* ^u tous les deux , 
soient négatifs. 

a5. Montrons maintenant géométriquement , dans une 

courbe , les expressions Aar et A^ == jd . Aj: + •J' • ^^ (^)- 

Soit (fig. I ^ a, 3 , 4) £MN une courbe quelconque, A.? 
l'axe des abscisses , A Porigine des coordonnées rectangles. 
Les abscisses seront prises en sens positif de A à P, et les 
ordonnées sont positÎTes au-dessus de l'axe des abscisses. 

Dans les figures a et 4 ; ^^ courbe a tourné sa concavité 
vers l'axe des abscisses -, dans les figures i et 3, sa convexité. 
Par le point M, appelé le point de contitct, dont les 
coordonnées sont AP = or , et PM =:^, sont menées la tan- 
gente MM' et la sécante MN.^La première de ces lignes 
droites rencontre l'axe des abscisses au point B, la dernière 



\ 
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au point C. Ces deax points se trouvent dans les fig. i et 2 
clu côté négatif, et dans les fig. 3 et 4» du côté positif de 
Pordonnée. PP' soit = A:t; l'ordonnée élevée en V coupe 
la courbe aussi bien que la sécante au point N, et la tan- 
gente au point M' ; on aura donc P'N =^ + A;^; et si Ton 
mène par M une parallèle à Taxe des abscisses MQ , on ^ura 

Dans les quatre figures, on tire d'abord de^ deux trian- 
gles semblables M'MQ et MBP, 

MQ : MQ ::? MP : BP, 

QU 

ATQ : A» on ^ : BP-: 

ou 



il' ' 



M'Q' 



et I«s triangles semblables MMQ et MPC donnent 

NQ : MQ = MP : PC, 

ou 

^Jr : A* =^ : PC; 
«l'oîi 

^^ =-^' 

AT 
q4 [jr étant donné en fonction de x, (n^'5, 17),. 



QVff il est 4^«r| par les figures, qu'à mesure du décroi»^ 
sèment de àa^ \^ ^^^tç tend yers la tangente, et le point 
C Ter$>le point B ^ en sortç que > lorsqqç A^ss: o , la ^écante 
se confond ayeç la tangjentç, et qu'on aura PC -^ PB. En 
conséquence j si l'on met Axas o dans l'expression ci- dessus 
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de PC 9 et en même teinps PB an lieu de fC, on ob- 
tiendra 

P» =-^; 
P 

comparant eette yaleur à celle qu'on a précédemment ob- 
tenue fo/ar PB, on a 

et Ton tire de là 

Yoilà jdoBC la yaleur abaolae de M'Q; exammoflU nain- 
tenant la valenr de cette ligne à l'égard de sa position dans 
les quatre diyerses figures, on sa Tiileur relative à son signe. 
]T:iliord il e^t aisé de <voir qiie la position de M'Q dans les 
fig. 3 et 4 est opposée à celle dans les fig. i et &, à Végafd 
d^ MQ . parallèle k Taxe des abscisses 5 on aura donc M'Q 
positif dans les£g. i et 3 , négatif dans les fig. 3 et 4* ^ 
vqit de .même que I9Q ou ày est positif dans les fig. i et a, 
i^aîs négutif dans les fig. 3 ^t 4- On aura p^r conséquent 

Fig. I. M'N=iy— y.AXss-l-'J"'^** 

Fig. 2. ]W'pr=¥3>,Ax— Ajnt=?— 4,A^% 

Fig. 3. M'N=— p.AJT— (— Af)=— p.Aar+A7'=+4-^*'» 



Op voit par là que la valeur rriative de M'N est -f- 4^* ^'^ 
dans les fig. i et 3 , et qu'elle est — 4 • ^^ A^Tk% les fig. 2 et 4; 
la valeur absolue de M^N est donc ^,hx^. 

Pour la position respective de la tangente et de la courbe, 
par rapport à l'axe des abscisses , comme elle est représentée 
dans les quatre figures , on aura de plus les valeurs sui- 
vantes relatives de ày^ 
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Fig. I. Af = -f- p,LX + 4'^> 

Fîg. 2, Af =s -(- /?.Aar — ^'.A**, 
Fîg. 3. 4y = — p. ta + 4'*A**, 
Fig* 4- 4?^ = — /?.Aj: — ^t-A**. 

Donc, il résalte de ce qui a été dit que dans la formate 

oh. p ei 'if sont pris dans leur valeur absolue , la première 
partie J7.AX représente la ligne M'Q; la dernière» 4* ^^^9 
la ligne M'N , en considérant les deux lignes en sens absolu. 

Remarque. La supposition faite au commencement de 
ce numéro, que les abscisses, positives marchent vers la 
droite, et les ordonnées positives au-dessus de l'axe des ab«- 
cisses^ est dorénavant adoptée pour toutes les figures» à moins 
qu'on n'avertisse autrement. 

26. Nous trouverons aisément , à l'aide des deux numéros 
précédens , la différentielle d|3 l'arc d'une courbe. 

Soit (fig. 1,2,3,4) l'^'*<^ ^^ ^PfP étant une fonction 
de Xy MN sera la différence de f ;. pour la diffisrence- de Xy 
savoir PP' ssznx, et par conséquent MN =r a^. 

L'arc MN est plus grand que la corde MN et plus petit 
que la somme des deux lignes MM' + NM'. Ot* , on a la. 
corde 

MN = (MQ* +• NQ*y = (aS) [àx^ + Aj^f =(5) 

lAx*+(p,Ax+4.,Axyy = Âx(i+p«+2/i^,Ajr-H/».AxT • 

Le radical développé comme un binôme , en regardant 
I -f-p* comme la première, et 2jEh^.Aj: + 4^.Aa:' comme 
la deuxième partie , et désignant par sr tous les termes qui 
renferment Ax, on trouve 

MN = Aa:(i +/»»)• +w.àa^. 



DES FONCTtONS TRANSCENDANTES. J^S 

On a de plus 
MM' = (MQ*+ M'Q')* =i ( n* a5 ) (ax* +/i*. ax* )^ 

donc 

MM' 4-NM' = { n* 25 ) Ax ( I +/?• )* + ^.ax». 
On a I d'après le précédent , 

A^ > AX (I +/!*)• + '.A**, 



et 



on 



et 



A^< Aof (i +/?•)• + 4. A*», 



xJ>(i +p'y +*.A«, 



2< (1 +P*)'+4'.A*, 



d'o& ( par le n^ a4 ) 
ou y enfin , 

d^ = d» (i + g)^ = (d*» + d^)^ 

c'est-à-dire que la di£FérentieIIe de Parc est égale à la racine 
quarrée de la somme des quarrés des différentielles des deux 
Tariables. 

De la Différenciation des fonctions circulaires. 

% 

27. On se propose, pour exemple, de chercher la diffé» 
rentielle de l'arc de cercle. 
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Le cercle a pour équation rapportée ail centre» 

J-* + X» = r*, d'où 

Il en résulte 

En faisant le rajon r :rr i , on a 

âp = — . 

La différentielle de Parc du cercle nous met en état de 
trouver les différentielles de toutes les lignes trigonomé- 
triques par le proéédé qui suit. 

Supposant le rayon du cercle s= i , on a pour équation 
du cercle , rapportée au centre, 

jr» + ar* = 1. 

On a alors, dans la fig. 5; 

CP = AM = x, et MP = ÂC=j^. 

Soit l'arc BM a= ^, l'angle BGM sera aussi =^ ç, puisque le 
rayon est égal k l'unité. II. est encote évident que 

AM = X r= sîn f et AC = j* = cos ç, 

SubAitulitnt oea V#I^râ dùa^jr dans la diffirentielle de 

dx 
l'arc de cercle d^ s= — , on obtient 

, dvsiii^ 

d^ = 

cos^ 

ou 

d.sin^ =: cos^. 
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c'est-à-dire que la différentielle du sinus d'un arc est égale 

au cosinus de l'arc , multiplié par la différentielle de Tare. 

j. 
En mettant gin f = ( i — cos ç*)* , on a (12) 

1 . ^ — cos^.d.cos^ — cos ^.d. cos ^ 
a • sin f = —————— zzs r » 

or, nous avons trouvé précédemment 

dksin^ = cosf.df ; 



donc, on a , 



ou 



*— cos ^ . d . cos (p 

: — ~ 3= cdS0.d0, 

sm f T T 7 

d.cos^ s= — - sin^.d^y 



c'est-à-dire que la différentielle du cosinus d'un àrc est 
égale au sinus de l'arc, multiplié par la différentielle de 
l'arc, et le résultat pris du signe négatif. 

De plus, on tire de tans = ? 

^ ^ ^ ^ cos ^ 

d.tang^=dY?l=^*Vxû^ ,3)^^y'^'"°»^"°»'^;£g!f, 

^^ \cos^/ "^ ^ cosf* • 

Substituant les yateurs précédemment trouvées de 
d. sin ^ et dé d;cos f y il rient 

d.tanfi^=^»^'^»^'^^°»'^» = ^j»- 

c'estvà«dîrd que la difféfisntielle dé la taiigeille d'uf> ttrc de 
cercle est égale à la différentielle de l'arc , divisée par le 
quarré du cosinus de l'arc. 

A cause de cotans"^ = — ; , on a 

° tang ^ 
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— dy — c1^ 

cos ^*.tang^* sin ^** 

c'est-à-dire que la différentielle de la cotangente d'un arc 
de cercle est égale à la différenltelle de l'arc, divisée par 
le quarré du siuus, le résultat pris du signe négatif. 

C'est par un procédé semblable que nous trouverons les 
différentielles des autres lignes trigonométriqnes. En efièt , 

on tire de séc f ss , 

^ cos^ 

. , — d.cos^ sin^.d^ 

d.sécf = r-2. = ^—^ ; 

cos ^* . cos ^* 

et l'on tire de ooséc o = -: — • 

sin p , 

. , — d.sinp — 0080. do 
d.coséc0=::r — ; — -— = . \ ; 

on trouve de sin Vers. ^ c=i i •— cos pj 

d.siu vers, f = — d.oos pi= sin ^.d^; 

et enfin , de cos yers. f a= i — sin ^, 

d.cos yers. f = — d . sin ^ sa -— cos ^.df . 

Remarque. D'après cela , on a aussi , si n représente un 
nombre constant , puisque d . (nx) = n . dor (n** 1 1) , 

. d.siniur =: n.dx.ços nx, d. cos lur == — n.dx.sin nx^ 

d.tangnorss; — : — - etc. 
" (cosiwr)* 

28. Nous pourrons aisément trouver par les différen- 
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tielle^ AtB lignes trigonométriques que nous yenons d'ob- 
tenir , les différentielles de l'arc par les lignes re^ctiyes 
trlgqQométriques. . 

£p effet , on tire de d. aîn f z=: cos ç^dç^ 

j d . sin ^ d . sîn p 

(i— sinç>*)* 

c'est-à-dire que la différentielle de iWc est égale à la diffé- 
rentielle du sinus de Tare , divisée par le eosiaus de l'arc. 
On tire de d.cos f = •— sin^.d^, 

, — d.cos^ — ^^d.cos^ 

* ^* = — ^' ^ = T» 

^ . (I— co»^')' 

i 

€^est-i«dire que la différentielle de l'arc e,%\ égale à la diffé- 
rentielle du cosinus y divisée par le siniis ^le résultat pris du 
signe négatif. * 

On -trouve par un procédé semblable de d . tang ^= ;, 

' • • • cos ^ 

a, = œs^Vd.tangç = llÎ2îîiî = ^^. 

.. .. . i»ecr .1 +tang^*' 

c^est-à«>dîre que la différentielle de l'arc est égale à la diffé- 
rentielle de la tangente 9 divisée par le quarré de la sécante. 

De d . cotang f = -7- — \ » ^^ obtient 

sin ^ 



- . . , *-^.oota«ff^ ^-*Hi'.ootane • 

dô=i= — sm ^».d. cotang ç>^ -— -^=: — ; — 2^, 

^ ^ * coséo ^* I + cotang ^' 

«?est-i-dîre que la dîtférentielie de l'arc est égale à la diffé- 
rentielle de la cotangenle , divisée par le quarré de la cosé- 
cante ^ le résultat pris du signé négatif. 

Le lecteur exprimera aisément au moyen des formules 
du numéro précédent, la différentielle de l'arc par les 
autres lignes trigonoitiétlriques. 

4 
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29. Rangeons ici pour l'inspection plus commode les 
formule» démontrées dans les deux numéros préoédens. 

£n représentant par x successÎTement chacune des lignes 
trigonométriques de Parc f , dn aura 

I. d* 
pour JRsssîn ^, d«= d* ( i — x»)* , df= y, 

pour x=co» ♦, dj:=— d^ (!—«•)■, d^ 



dx 
pour asstang^, da:= d^ (i +«*)> d^= ^ . ^ » 

— <lx 
pour x=cQtang ^, daf=-.-i^ (!+**)> d<pj— ^ . ^» » 

pour irtrrséc (p, daesa d^)* af { Jt» — i )^ V H^ 






«(!••— 1) 



poMr «rrôbsèc ^ , A x — d y . x (*• — i )^ , dftei — ^ 1, 

x(«» — !)• 

1 die 
pour iboistn Vers ^, dartb d^.[ar(a-^]* , d^=: Tf 

•1 ' 

pour x=co8vers^, dx=s — d^.[j:(2--<r)]*, d^=- 



Pans ces formules > le rayon du cercle est supposé» 
Qpmmê.on a remarqué dans le n^ 27 , égal ii P unité. Mais 
il sera aisé de les rapporter au rayon =pr9 si Pçi^ sç; rap- 
pelle des élémens de la Géométrie , quç les arcs anssi biea 
que les lignes trigonométriques , relativçs aux mêmes angles 
dans des cercles à rayons difiPérens > sont entre enr comme 
leurs rayons respectifs. 

Désignons pour cela un certain arc dont le rayon = i 
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Tpifpi et ceiai *>iit le rayon »rpar^„ «t de méibe la 
lijgne trigontométrûpie ctnçspoudant^ par. iK!«t a^ ; o» aura 

d'o4 * 

f = Çv et * = !': 

doué 

d♦ = ^^ et d:t = ËfL. 

Snb.tit«ai.t au lieu de », dx, ^ et d^ ces valeur», daw 
les fomules ci-deseus, on ol^iéndra les différentielles de 
lare et des lignes trlg^nimétriques pour lé rayon ssr 
Cest ainsi, par eiemple, que les formules pour le sinus 

se changent en celle-ci : 

et - î- • : ' 

OQr cil * ' ;■' 1 ' :.'r •<-■'•• ' 

• P / 

, -i4yrr=?. r iU^^' i ■ ■ >. et àp^tBiJL^JL 

c'est-à-dire que l'on a, lorsque * replante lesinuVde Parc 
p , dontlc j:a)çoDj=p:.rr.-. < 

dx=^flil=£!i: et d*- '^ 

' 4* • 
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. Sx l'on opère de la même manière sur tontei les formules 
oi-dessos^ on obtient pour le rayos =cr, 



rix 



pour x=5in^9 clx= ■ ■ > «V — i» 

— d^( r> — g «)^ — rdr 

pour *=cosinÇ, dx — » d^sss p 

(r* — X*)* 

' j df (!* + *•) j^ ^"dJC 
pour «=tang p , da:= — — , df=^ ^^, 

pour aR=?cotangf, âxssz'- ^ -, of =^ ^ ^, ♦ 

pour xassec ^y dJpss ■" ^ . ci^^ î 



, — d^.«(«*— O ^ 
pour ;rs3co8ecf> dx=i , aç= 



•r*dx 



*" ., , ,<*»-#*)• 



Quand il s'agira dans la suite des fonctions trigonomé-^ 
triques , on supposera toujours le rayoosQs: i ^ à moins qu'on 
n'avertisse ezpressémept du contraire, -i 

3Ô* Nous voilà maintenant en état de trouver le coeffî-- 
cient différentiel et 'par èela au^i^ les différentielles des 
ordres supérieurs des ^fonctions trigonométriques qui- retk-- 
ferment des arcs de cercle et des 4.ignes^ trigonométriques' 
nous pouvons doao aussi , par le n*^^ !&> dévelop'fibr une 
telle fonction trîgonométrique en série, suivant les puis- 
sances entières de l'indépendante. '• • ' * ' ■' '• - -»' 

On a d'abord dans la fonction y s=b àiïrîr ( ti* I7 ) j * ^ 

<• . ; 

dv -*. "i 

-p ï=:/K=3cosx, ips— sinx^ r 1^ , cbs 9, J= ■^sin'g, etc.; 
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donc ( n* i6 ) » 

Xc=o'=0, jB;r-3»=>i î*=o=0> r*.^"*^ I ♦ **sa»*='>^» CtC. 

II Tient , par conséquent , 

r^=sin*=aw- — - + - -1 +, . . 

i.a.3 1.2. 3.. 4-5 i.a,S,4*5.6»7 

série qui. exprime le siouB 4*un arc par ce même arc« 
PooTT'ss^cosXy on obtient (n° 27) 

/» = -— siÀx, ^=— -oosx, r=sin«, isscoait, etc.^ 
d'où 

T'*=»=3ïf Pjcr<r=<>> î*^=— ï» '«=30=0, ^«^«ssiy etc.; 

donc (n^ 16) 

•^ "" 1.2 i.a.3.4 I •9.3«4*5]S 1 .2.3.4*5«6.7.8 **** 

série qui exprime le cosinus d'an arc par ce même arc. 

3t. Par le même procédé qu*on a exprimé en série le 
sinaset le cosinus par Parc correspondant, on peut aussi 
(n* 16.) exprimer toute autre ligne trigonométrique par 
•on arc respectif. Mais sans nous y arrêter , nous nous 
proposons platdt dé chercher réciproquement une série 
pour Parc exprimé par sa ligne trigonométrique. 
* Ainsi soit représenté par ^ Parc dont le sinus ar x, ou 
suirant la notation ordinaire 

y s=r arc ( sin = « ) ; 
oa a par le n^ )8 

d'oùCijOiS) 

f SB « (I — 4?*)' *, r a (t ^ «*)" ' 4- 34I* (»—«*)' *, et«., 
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de plus, 

y'kzM'^'^^ (en comptant l'are et le diamètre à partir d'un 
hout du dernier ) 

/'*=-q=», ?*=« = o, r,_, = i, etc. 
On a par conséquent ( n** 16 ) , 

. . . u- ^^ -i_ ^•^•*^ i_ 3-3.5.5.xf j^ 

j^^arc (8in_*)-^-f- ^^ + j^;p + ,^.3.45,6.7 +- 

Pour j^ = arc ( cos t= x ) , on obtient , en " procédant de 
la même manière > la série qui suit : 



, . « X x' 3.3.x* 3.3.5.fi.x' 

"ssarc (cos=x)=:— 



a I i.a.3 i,a.3.4-5 i.a.3.4«5.6.7 

on trouyeraît d'a^l|eurs cette série immédiatement par la 
précédente, trouTée pour le sinûsi, en * observant que 

arc(cossa:x) ec: •-^at;ç(sin:s=x). 

De plus, si Ton met j" = arc ( tang = x ), on a (n* 28) , 



•••> 



^= = 



, jr = — ax(i +x*)-% 



dx f I -hx» 

r w; — a (I + xT*'Hr 8x* (t + 9^-\ ^1^, 
d'où 

J^*=o = 0, p;c=» = I , ?«=o = o, rr=i^ = — a, etc.; 
donc ( n** 16 ) ' 



j^ = arc(Ung=x) =- — — + __ïl.+ 

Les commençans chercheront, pour s'exercer en diffé- 
renciant, à développer eux-mêmes plusieurs suites, tant 
pour des lignes trigonométriques, par exemple, pour la 
taMgenle,* expriihées par l'Arc, que' pour des arcs exprimés 
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1 

par une ligne trigonométriqae. lU feront nsage du même 
procédé que l'on a employé <Jans les n®' 3o et 3i. 

3a. La série o^onnée dans le numéro précédent pour^ 
arc ( siù SS jr ) est assez convergente , lorsque x est supposé 
une ff action peu considérable^ et quelques-uns des premiers 
termes suffiront pour évaluer assez exactement la yaleurde 

l'arc. Si l'on fait , par >exemple, x =: -, il Tient j* = ^ , 

c'est-j|-.dîre la sixième partie de la moitié de la circonfé- 
rence du cercle. On obtient ainsi, 

«•_! , \.i , 3.3 1 

6 — a"^i.2.3.2^'^i.a.3.4.5-?"^---' 

prenant les six premiers termes de cette série et multipliant 
le résultat par 6, on obtient une yalenr asse^ exacte pour 
ta moitié de la circonférence, savoir, 'Jrz:^^x^i5g%,. . 

Pour rendre la série trouvée danr le numéro précédent 
pour arc ( tang = x ) , plus commode pour évaluer la lon- 
gueur d'un arc de cercle, on fait usage de la formule 
connue 

° I •» tang <?btang b 

I HT 

ISn^ 7 mettant tang a ss: -, et a + ^ :» 71 on obtient 

■•2 4 



tang» ^ 
a 
*oà 

tangfr =9* 
W vient par conséquent 

+ ft = arc Ttangss- A-f-arcftang =5 V, 



-7s=sa 
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ou y d'après le n** 3i , 

"*" \3 "" rp "*" 5735 ■* ^ "*"•"/ 

Ou trouve donc 

2; _ 3 +2 I /3M-2^\ I /3*+3\ I /3M-2^\ , 
4""^ 3\ 6^ y"'"5V~6^/ A""^^/ 

série dont un petit nombre des premiers termes suffit déjà pour 

évaluer assez exactement la valeur de 7. 

4 
33. Reprenons maintenant les séries pORr le sinus et le 

oosinasi^ trouvées n^ So,, pour montrer le rapport qui a lieu 

entre elles et la série pour e', donnée n® 18, lorsque x est 

un nombre imaginaire. 

On sait qu^ toutes les quantités imaginaires se peuvent 

ramener à la forme 

a ±1 b{/ — tj 

parce que toute équation algébrique à une quantité in- 
connue se peut décomposer en facteurs réels du second 
ou du premier degré. Or, on voit, dans l'équation du se- 
cond degré y 

Çx + ay + *• a= o, 

qui a pour racines, 

ar=s — a — b^ — i, et ar = — a + 6|/ — i, 
et par conséquent les facteurs 

(x + a + by—i) et (x + a — b\/—i)f 

en comparant les coefficiens de x , et les termes constats ^ 

que 
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et 

(a+é|/— i) (a— .*»/— i)=si»* + *«v 

il en résulte que 

(^V^— I) (—*i/— !>=+** et (*i/— I) (&i/— 1)=— *\ 

ou que 

D'après cela , îl est yisible que les expressions |/— i , 
comme faisant partie des facteurs d'une équation du second 
degrés quoique sans aucune signification réelle par elles- 
mêmes , peuvent subir entre elles les opérations de l'addi- 
tion^ de la soustraction I de la multiplication, de la divi- 
sion^ de l'élévation aux puissances , dont les exposans sont 
des nombres réels et constans^ entiers ou fractionnaires i et 
que toutes ces opérations sont équivalentes aux opérations 
correspondantes sur des quantités réelles , en sorte que les 
quantités réelles qui en résultent doivent être regardées 
comme tout-à-fait justes. Pour l'exposition ultérieure de 
ces observations y on renvoie le lecteur aux livres qui trai- 
tent la tbéorie des équations. 

On aura donc, si m désigne un nombre impair » 

(x |/—i)*»x=— .«•-•, ( — arv^—i )'" = — «•"•, 
(*l/— i)^= + **"> ( — a? i/—i )<• = + «*-, 

D'après cela, on aura^ lorsqu'on substitue successive- 
m'ent dans la série . 

^ — « +T + r-r + 



I t;a i.a.3 
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x^— I et — * |/-?-i, auli6u,d«*f 

^^ I 1.2 i.a.3 • i.a-3.4 *«î»-34'^ 

^-xv^-._. xj/^i x> xV— 1 X* x»t/-i 

I 4. a i.a.3 Vi^a.3»4 x-ft*3.4^ 

Ajoutant ensemble ces deux s^ric» et dWisant la fomine 
par 2, il TÎeiM; 

e^-"' 4> çr^-' _ X* X* x^ ^ 

i ' ~ T "^ 1.2.3.4 "" i^.3.4.5.6"'"'''' 

la même série que nous avons trouvée pour oos x danji le 
n»3o. 

Retranchant ensuite les séries ci-dessus Pnne Ae Pautre 
et divisant par 2^-— i , il vient 

e^-ri^e-?^-* X x^ . X* 



a; |/-^i i i«».3 1.2.3.4*^ *"' 

la même série que nous avons trouvée pour sin x d^ns^ le 
n* 3o. 

£n conséquence de cela y on aura 

= cosx et ; ==siax. 

2 , 2^/— I *^ 

d'oi 

et 

e"**^"'* s= cos X — ' V^— I sin x. 

C'est par ces formules que s'exprime le rapport du si^ 
nus et du cosinus , aux puissances du nombre e , quand le& 
exposans sont imaginaires; cependant , à Cause des exprès* 
sions imaginaires quelles renferment ^ elles ne peuvent être 
r^ardéesque comme des sjihbolesy et on ne les peut non, 
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plus mettre sur le même rang arec les formules qui renfer- 
ment des expressions réelles. 

tiemarque. Puisqu'on opère sur j/— i dans le calcul 
amime sur une quantité tonstante, il suffira aussi ^ pour la 
dîflerenciation des fonctions algébriques . renfermant la 
quantité yarlable sous une forme imaginaire » de regarder 
l'expression y/ — i comme constante. Nous aurons ainsi} 
par exemple, 

d, y/— ar = d. y/x. y/— I == (n« 12) 7i/x ^ ' 

Des Fonctions fractionnaires qui, pour une certaine valeur 

de jL, deviennent - . 

o 

34* On reacentre, dans les Mathématiques^de^ fonctions 
^rfi/ctiopnà^res qui s'éxaQouissent popr une certaine valeur 
de or , tant au nvmérate^r qu'au dénominateur , et qui^ ce* 
pend^ri^, si l'on divisé le numérateur et le dépoi^in^^ur 
par un facteur commun , sont égales à une quantité déter- 
minée qui s'appelle /a vraie valeui* de la fonction. Ainsi, 

par exemple, ja^fraclio» -7-: ; devient - dans la sap- 

pcjsition de X ==:ui ; ma^s en. divisant le numérateur et le 
dénominateur par a •— x, la fraction se cbangera en 

^ et eUedQritei'mâintenanty lorsque rxs<r, égaleà -, 



a + x' . " ' ^ '^ a 

.,'.■. 

ce qui est par coiiséquent la vraie valeur de la fonction 
fractionnaire proposée. ./ > 

Pour trouver la vraîq valiçur à\Lj^e telle fonction frac- 
tionnaire qui devient - lorsque x = a, nous ferons usag/e 

du procédé donné précédemment pour le développeament de 
toute fonctionnel! série suivant les puissances entières de x. 
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©• 



Désignons en général par - la fonction- fractionnaire pro- 
posée; en y mettant maintenant au lieu de x, a^h ou 
a — h, (m déreloppera ensuite u aussi bien que v saivaiit 

les puissances de k. Par cela - se changera en 

us h -p n h -^ . . • • 

0& m^ n. . . , et m% n\ . , ne renferment que a , et ovi les 
exposans et, /8. • . , aussi bien que <t^ ^. • . ^ forment une 
série ascendante. 

Il n'est pas nécessaire q«ie ces exposans soient des nom- 
bres entiers , quoique la série de Madanrin j employée 
développe la fonction en série suiTant les puissances, en— ^ 

tfères (n* 17). Soit, par exemple, » œs (x»-*- fl*)*^, fonction 
qui deyient = o lorsque « = a; en j supposant xss a -f- A> 
la fonction de rient 

ou , en développant le radical suiranl le n® 16, 

où les eitposans de h ne sont TÎsiblement qne des J&'actÎQns.. 
Si l'on mettait dans la fraction obtenue ci-dessus, 

^ tnh -^ ni -(- • . • • 

ffth '^nh -^. . • . 

A = 0| on obtiendrait nécessairement la même valeur que- 

II 
prend -, lorsque x=:a. Cependant, pour ne plus obtenir 
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- y mais la vraie Talcur , on se servira du procédé suivant : 

On distinguera d'abord les trois cas^ «^«'^ A^,«^«t 
hssza\ Dans le premier cas, on diyise le numérateur et le 

dénominateur par & , on obtient 

ifiA -!• Il» •^. • • • 

Dans le deuxième cas^ on divise par h , on obtient 

fft -f- fin -4- . • • • 

lit A -y- n A -^, • • • 

Dans le troisième cas > on divise par h s= & , on obtient 

Ht -+- nhr -4-. • . . 



Il faut mettre ensuite A s=; o; on obtient pour la rraie va- 
leur dans le premier cas, x>; dans le deuxième cas, oo ; 

dana le troisième. — ?• 

m 

35. Le procédé que nous venons d'exposer sera appliqué 
dans les exemples suîvans, oii nous ferons vmr en même 
temps le facteur commun du numérateur et du dénomi- 
Pfitenr. 

Exemple i. Soit à trouver la vraie valeur de la fonction 



:t 



m. arc Tsin ss - V 



qui devient -^y lorsque x=:<i. 



6a ITRAlIfl VALEURS POQB.f. 

On met ici (n° 34) ar = o + ^ = ^ ; P&r ceh on obtient 

m arcf sln = -) m(''^'-^ 5r+'«"} 

\ f-^==(par le n- 3.) ^" ^ •^'•"'^ ^ ; 

dÎTisant maintenant le numérateur et le dénominateur par 
h, et mettant ensuite K = 6^ bn obtieilt pour la vraie va— 

leur, — . Pour trouver le facteur eommun^ il Êiut dérelop- 
a 

per le numérateur de la fraction proposée en série tuitant 

X, par le moyen du n® 3t ; on obtient ainsi 



m 



Câ'^"a^iv2.3 + --V 



d'où l'on conçoit que le facteur cbercbé est = x ; car en 
divisant le numérateur et le défiominat^ur par x , et met* 
tant ensuite ^ = 0, on obtient, la vraie valeur précédem- 
ment trouvée. 

Dans quelques qas, l'cipération sç( facilite, pur une substi* 
tution qônvenable^ cQnjtme on le fera, voir dans l'exemple 
suivant. .^<. ^ 

Exemple 2. Soit propoUée la fohctton , qui 

cosia:^ ' .• 

. o • ' < î8r 

dévient -, Tàfrs^ué afss — , où que si n ar= i. 

■o. ^ ' .' . .. ^ 

«■> 
D'après le procédé du n* 3^, il faudrait mettre xz=i — f-K^ 

et développer ensuite tant le numérateur que le dénomina-' 
teur, d'après le n® 3o9«n série, suivant h. Mais pour facili- 
ter encore davantage le développement des puissances de h , 
il est à propos de substituer dans la fonction proposée, z à 
sin X'f par là on trouve 
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I — Z 



Cette expression étant -, lorsque iss i , il faut mettre (34) 
zz=z-i -^h'y on .obtient aitlBÎ 

- r;= (vqrcz n*» 34) nr 



(ai — **)- A*(»— »)^' 



ou, développé d'après le n" i6y 



1 ,2. 



a»' ^ 
en dirisant , d'après le n^ 34-i le numérateur et le dénomi- 

natenr par h*, et mettant ensuite A = o , on obtient la Traie 
yaleur t= o. 

Potàf Àfifèniir lé facfeiir oodàntWn , an bbsei^verÉ qu'on a 

,_X (I— 2)».(t— Z)^ 



I > 



i 
dÎTisént le numérateur et le dénominateur par (i — - z)* , il 

▼ient 

■ , i 

fraction qui ne devient plus r , dans la supposition 4e ^fs=i, 

tuais qui donile là Vt^âié taléùi' —^9 bàrhxiié noiis téttbiih 
de ffonrer bi-^èésùs. Le Àctëiir cherché sera doue 



(i — zy y ou . (i — sîn xy. 
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Exemple 3. Soit proposée la fonctioo 









qui devient - , lorsque x ss a. Mettant « s= a 4- *, on a 

î = — TT^ * 

(en développant d'après le n* i6) 

V 



3. 

A» 



s 



divitont le numérateur et le dénominateur par A*, et met-^ 

■ s 
ta.nt ensuite A = o , ,on çbtient 1^ vraie valeur =ss (2a}*«' 

Mettant la fonction proposée sous la forme 

(x + ay.(x — d)^ 

^ ^^5 , - î 

(x-ay 

... j ' 

on voit aisément que le facteur commun est (x — a)' ; eak* 
divisant par cette quantité le numérateur et le dénominar- 

3 

teiur, on obtient (x + a)*» expression qui donne , lorsque 

xsssa^ la vraie valeur ci-dessus trouvée = (2û)*. 
' 36. Uhé méthode plus commode dans plusteurs cas, pour 
trouver la vraie valjpur, consiste dans la différenciation im- 
médiate du numérateur et du dénominateur de la fraction 

proposée —, comme on verra maintenant. 
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II 

Oa obtient de --y en y mettant x -i^ h ^n Ueu de x, d'a- 
près le n® 17, l'expression suiyante : 

du » . d^ ^ 
dx' dx^'i.Oi 



'• * • 



. df , . d*v A» . ' 

par la sappositioa de x=:a, uetv 8*éranouissent, et rex-^ 
ptression se réduit à 

du . d'il i* 



daf---,* dje*«.-^ i.a 



d" .A + ,4^.ii+. ..' 



d^«5sa da:*jBsa * i .a 

oîi on a joint à tous les ooefficîens différentiels la notation 
X ^a^ pour exprimer qu'on y a rais a au lieu de x 
(comparez n° i6) ; divisant maintenant le numérateur et le 
dénominateur par A /et mettant ensuite A = o, on obtient 

la même valeur qui résulte de-, dans la supposition de xtzOj 

saToir l 



du 


' 


d^«=s* 


dug^ 


df 


~d»,-. 



dx^__ 

qui est par conséquent la vraie valeur de la fonction -. 

Lia règle qu'on établira diaprés cela, pour trouver la vraie 

. o ' • 

valeur des fractions qui deviennent -, dans le cas o& x=à, 

sera donc : « Il faut prendre séparément le coefficient dif-» 
férentiel du numérateur et du dénominateur , et faire en-» 
saite dans cette nouvelle fraction xssa. 9 

5 
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bi -p- et 7- S eTattOf^saenAaTeo u et v dans le easou jrzsa 
iÏT âx 

on obtiendrait 



+ jTâ *' , " ^ >> +*" 



dv A* d^i> y^ 7 



• • • 



divisant maintenant le numérateur et le dénominateor par 
h*y et mettant ensuite & =: o , on obtient pour la vraie 
leur 

dar^x-si 'dx' 



On conclura de là aisément quel procédé il Oftudra suivre 
au cas qu'avec ti et i^ s'anéantisse en même temps un nombre 
quelconque de coefficiens différentiels. 

Nous appliquerons sur-le-champ la méthode ici enseignée 
aux fractions traitées déjà dans le numéro précéd'ent. 

na.arcf sin = - j 
(i). On a dais la fraction ■ qui devient 

o - rt 

- lorsque x z=o (n® 20), 

di^_^m / x'Y . m 



et 



d^_ 
do:"-'' 



donc 



du ^^ ,m 

dv î' 
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en y metlant j:= o , on obtieiit la ▼râ'ie rateur =9 — 

a' 

(2). De la fonction -^ ou lire (0? ±n) 

donc 

Jm — c6s:r 

d^^^èinir*' 

faisant ici x = -* , on trouve là vraie Taleur =: o. 

(3). Dans If cas qoe te faéteùr comman soit «ne quaMité 
irrationnelle, la méthode de la différenciation n^ se peut 
pas employer. Nous avons déjà tu (n*> 28) que, lorsque x=<t 

les coefficiens différentiels dé-Iafonciioti (f»-L-/i»)» derien- 
nent en partie = o , en partie = 00. Si le numérateur, 
aussi bien que le dénominateur, se compose d'un tel ra- 

1. I 1 ^. du .d*tl = 

dical, les quotiens j-, -p- , etc. , deviennent , dans la sup- 

^sition de xssfl, ou -, on - : ^«expr^ionségalea entre 
elles, - : - se réduisant à ^. C'est ainsi qu'on a, dans la 



o 



fonction ^, traitée dans le numéro précédent 4 

diK ^Xx^ — a'f 

di* 3 i ' 

-(ar — a)» 

i I 

d'tt _ 3 (3C' — a*)* 4 3x' (x' — g*)" * 

d*if ï \ * *i ' 

^ . - (ar — fl) • 

5.. 
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valeurs qui deTieniient - lorsque x ^= a; il en sera de 

même de toutes les diSërentieUes oonsécutîves. Dans ce cas, 
oh la différenciation n'amène pas à U yraie valeur , puis- 
qu'on n'est pas en état de réparer par ce moyen le facteur 
commun , il faut recourir à la méthode plus générale que 
nous ayons donnée n® 34 > oh nous avons trouvé en effet la 
vraie valeur de la fraction que nous venons de considérer. 
37. Le lecteur pourra s'exercer moyennant ces deux mé- 
thodes, à trouver la vraie valeur des fonctions fraction- 
naires suivantes y et à déterminer leurs facteurs oommiins. 

(i). Soit proposée la fraction , qui devient - 

quand x=:o. La vraie valeur est loga-— logfr. Le fac- 
teur qui se trouve au moyen du développement de a* et b* 
en série , par le n** 1 8 , est s= x. 
(2). Soit proposée la fraction 



m 



.log(, +?) 



qui devient - lorsque x =: o. Sa vraie valeur est =: - -• 

Lé facteur k trouver par le n" 20 , est = x. 

■ ^ (3) . Soit proposée la fonction fractionnaire 

I 

i3 



î^'.iogrfjti^±-î^]. 



O . X , 

qui devient - quand x = o. En mettant ^ = z^ et éle> 

vant ensuite au quarré le nombre du log, et extrayant en 
même temps la racine, on obtient 

— . logCi f2X«+M(l+Z')'J; 
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en y appliquant maintenant le développement de log (i -^x) 
dans le n® m y on trouvera en même temps la vraie valeur 

X 

= 2sra*. et le facteur x = -, 
' a 

(4)* Soit proposée la fonction 

x(x — a y 



X* -f a* — ojc (a 4- x)' 



o 



qui devient -^ lofsque â: = a. £n faisant usage de la mé- 
thode exposée n* 36 , on trouvera 

du ( or — a ) ( 3* — a) 
dv . 3a7* — «* — aax 

fraction qui devient encore -lorsque j?=r a ^ mais cher- 
chant ( suivant la rëgle dans le n** 36) la différentielie 
seconde , on obtient la vraie valeur = -. Le facteur est 

^ir .jp — a. 

{S}. Soit proposée la fraction 

1 r-T sin X + cos j? 
sinx + cosj? — i 

qui devient - lorsque x = - ou que sinx= i. D'après 

la méthode exposée n^ 34» on mettra, comme on a fait dans 

l'raempie %- du a^ 35» sïn x\ss & La vraie valeur est 

I I 

= -4- 1 , el le facteur =( I — jï)^ = ( i — sin or)'. 
(6). Soit proposée la fraction 



* ( I — x* y — arc (oos = g) 



I iii »^»— ^« ■ I I ' 4 " ' " ^ 



• • • • 
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qui cleyient - lorsque ic = i . On obtient^ d'après le 
n® 36 ivqX' «" 34, et comparez n*» 35, exemple 3), la 
Traie valeur =-. — i*^^-"- ^^"r trouver le facteur qui est 

== ( I — ^ )* ,. il faut ipettre arç ( cos = x) = <, d'oà 
X = cos /. 
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^ 38. Si Von met dans une fonction de x^ représentée 
par J'y au lieu dis x » .tûutear lès TaIéui's.jK>^sible8 consécu- 
tives,^ lui-même féçoit une valeur différente pour chacune 
des valeurs respectives de xt'Les valeurs de r qui sont plus 
grandes que celles qui les précèdent ou qui les suivent im- 
médiatement ( c'est<^-dire qui sent «dssi près d^ent^ elles 
que l'on voudija)^ s'appellent maxima de la fonction j*, 
et les valeurs dejt qui sont moindres que celles qui les pré- 
ccdent et les suivent immédiatement , s'appellent nùmiiua 
de la fonction j*. On s'exprin;)^ lfiT4oB^s.9Jii^i:. « qne ^a ftipc- 
tion j* est pour une certaine valeur de la variable indépen- 
dante a: un maximuiH ipti JÙj htiHhfïtfml, d 

Soit , pour exemple , la fonction J^ *«**«* 4- ( j: — m)*. Si 
l'on y met m au lieu de x , iV vient ,» 

^ = «*; 

hîkiS si'Fônwiet/m.-if- COU i».-Tr c ^;li^ de or, oik c^éé^ 

signe ûpe quantité quelc^pque , positive ou négative, aussi 
oetite que Ion voudra, il tient 

J- = a* -J. c». 

Ainsi , puisque leé- valeur» À% x~4^ -pi^écëdcnt et qui 
suivent immédiatement* celle de a: = m rendent la fonc- 



tion plus grande, la fonction y est un rnirdrman lorsque 
j:=sm, s^iroin*. saa*. On voii.de plii»^iie 1a>fonction pour 
une plus grande valeur de Xj pris en sens positif ou né^- 
tif, devient plus grande , et qu'il n'existe par conséquent 
aucune valeur de :i^ pour laquelle j* doit le plus grand. La 
fonction y n'a donc point de maximum, 

3^ IVôus montrerons dans là suite comment on JPait 
.usage tlu calpuil diSireptîel jx^iir. iléternûoer le maximum 
et le minimum d'une fonction pi'bposée. Mais il nous fau- 
dra d'abord intercaler la considéràlion suivante. 

Soit donnée la série 

• t 

. «r 4- iJÎ* + * . . + «Mf» ; 

elle sera y comme on sait, convergente, c'est-à-dire chaque 
terme consécutif sera moindre que le précédent ^ i|band 
:r<^ I. Mais on prétend en outre que , si l'on assigne à x 
une assez petite vs^eu»^ leprcfmier termte de la série, sa- 
Toirox, peut devenir plus considérable que la soimme de 
tons les termes cotisécutifâ , lepielquç grand que soit leur 
nombre. Nous preuverons^lft-JH^stesse de cette proposition 
en cherchant à déterminer la valeur de x pour laquelle elle 
aura lieu. 

Il faut donc qi|e t'91) aii* 






ax > bx* + cx^ + . • . + w JP" y 
ou 

a > x(b 4- ex ^^'X . . + ux^'^). 

Soit dans la série 

b '+ ex + ... + tt;c'""'*, 

s le plus grand des coef&ciens -, la quantité -x aura donc la 
Taleur demandée lorsqu'elle sera â^te^mïtiêe en sorte que 
jL.0fi;r%\K: ...... ..... ..i Mi ».v, • !i. . • 

« > JP(* + « + • • • *^''"T''>r , ; '.: ::. 



fj% SDR LES MÀXIMA ET HIHIMA. 

OU 

ou encore 

X étant éfidernmeiit ^ i , d'après ce qui a été dit, noua dé- 
signerons sa Talenr par -, oùp^ i ; il faat donc détermi- 
ner /i, de manière qa'on ait 

-^ï ou a>^—{—£-y 



r 



F 
on encore 



c'est'4i-dire 

^ /i— I />— I 

mais pour cela on n'a qu'à faire 



-.-'i^ 



m— I 



# 



obF^'^ c= •^- , c'esl^à-dire « = — — , 

^^ ^— I />— 1 

d'où 'V 

la Taleur cherchée de x est donc ;= — \ — . £n substituant 
cette valeur au lieu de x dans la série 

< » * 

t 

a* + ô;r* + , . , + imp", 

le terme ax sera plus grand que la somme de tons les 
termes consécutifs. 
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D'après cela, il sera aussi aisé de déterminer la valeur de x, 
en sorte qu'un terme quelconque de la série proposée de^ 
▼ienne plus grand que la somme de tous les termes consécu* 
tifs. Si l'on se proposait, par exemple, de rendre le terme 
px" pins grand que la somme de tous ceux qui le suivent, 

on n'a , d'après le précédent, qu'à faire x = , , oJi s 

désigne le plus grand coefficient de tous ceux qui suivent/?. 
4o. En mettant dans une fonction de x, représentée par 
Y y au lieu de x, successivement x + A et x — J , et dési- 
gnant les valeurs correspondantes de j par y^ et ^7*, on 
obtient , par le théorème de Taylor (17) , 

Mettant de plus dans ces deux expressions, au lieu de x, une 
valeur représeiitée par a , pour laquelle p devient = o , et 
en djésignant les valeurs de^^ f éJ'iP» ?»'*••• changées par 
la supposition de x = a , par 



J^,x^y ^jr^zza» ^x=i, Px=a, ^«=a, r,=a... (Wf- n* l6)i 

r 
l 

OU pour abréger par j^/, ^y,y,y, y', ^..., on ob- 
tient 



# , ^ " . 



Si l'on fait h si petite que q'. est plus grand que là 

I • 2 

somme de tous les ternies consécutifs (89) , et que Ton sup- 
pose y' positif) l'expression 
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t. 2 I 



^- ^- + "• rX5 -^ 



•> 



sera positîye aussi bien que 

* i.a i.a.3 

/•/ «iofi que ^j^'iswa 4oac plus gr^V^.qv^ jr\ c'efl-à-dire 
^u6j^.^y«sA sera plu9 petit que la v;ile|ir qui Je pré- 
cèdc) et qui le sait îmméduteiaent ^ 9u (38) J^ ^r4 ui^ fni- 
nimum lorsque x^ra. Si l'on met 9^ contraire ^ 4*os la 
même supposition pour la valeur Aeh ^q' négatif, j^/ ainsi 
. que ^y sera plus petit que y'^ ou, (38)^ j^ra un maximum 
quand x^ a. Loi condition sous laqudle ^ deviendra un 
minimum est donè qu'on supi^se, au lieu de or , une valeur 
r= a qui fasse évanouir/? et qui i^nde q positif; et la cou* 
dition 90US laquelle jr deviendra un maximum est qu'on 
suppose, au Héu de x, une valeur == a qui fasse évanouir 
p et qui rende 9 tiégatif. Doncj pour cxaininer dans une 
fonction proposée j",- si' elle est au maximum ou minimufn^ 
et pour quelle valeur de x cela a lieu , il faut rendre/? = 6, 
eddét^rnaMier x par eette é^at']on.Si q devient ppsitif po^r 
la valeur trouvée de x , que nous désignerons par a, ^ est 
un minimutn^ pour ir'kâ à-', sf q deVieht au contraire néga- 
tif par cette supposition,^ est un maximum pour # =f a. 

4i* On conçoit àisémei^t^u'il faut lexamiQ^r en particu- 
lier pour chaque valeur réelle de x que Ton tire de l'équa- 
tion/? =.o, le signe dok\t q est affe^éi.et(qu'pa ne doit 
négliger que les valc^urs imaginaires de x dans l'équation 
/!= o ji il en résulte en-inéme temps qu'une ^ fonction peut 
avoir plusieurs mAr/;yieK et mÈnima. "' '' 

.S« q ûe Ofniiepit pA< '» ce ^Ht «wr» )i«UL dans le om où 
l'équation /? = o ne renferme x qu^eo première fM^istaoeet 
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q indiqué immédiatement par son signe , ê\ ht fûiK^ion est 
un maximum ou un minimum. 

Quelques exemples éclairciront ce qui a été dit. Soit 







0) 


'' 3 


+ ax 


' - 3a»x, 






cTob 


• 














On a 


donc 


/»= 


r*+aa*- 


.3a% 


et 9=:aùr 


+ 


2a. 


d'ob 




p— 




aor — 


3a'; ' 


1 • 

4 


t 






xs= 


— a±aa 


> 




1 


' 



c'est-i-dire que x a Iç» deux valeurs. + a et — 3a ; de là 
on trouve les deux yaleurs de q 

.-f- 4^ et — 4^- 

Donc la fonction prwosée est pour x = + a un mini- 
nMm^ cl pour x !3&,-^ 3a un ma x é m um* La irakur» d«i m^ 
nimum est ( comme on trouve aisément par la substitution 

è^ lar valeur de x dans la fonction proposée ) £r «-« ^ o^^ et 

celle du maximum est =: +.ga^ 

a a 

De /> ^i: o, on tire les valeurs x = — -, et a: =:y ( i ± V^— 3) . 

Les deux dernières valeltrS étant imaginaires, il ne faut 

considérer que la pren)|^re, par laquelle q devient = 6a*. 

■ • - - f 

Donc la fonction proposée e^t un minimum pour x= — - -. 



i •• » 



La valeur du minimum est = .— t^— . 

8 
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(3)* Soit pioposée la fonction déjà ooosidérée n® 38 

^ = «•+(* — »»)% 
d'ob 

/? = a(jr — m), jr=r2. 

Pour la valeur de x:=zm, qu'on déduit de p = o, la 
fonction est un minimum, ce qui résulte immédiatement 
du sîgne positif dont q est affecté. 

4x Si pour j: = a, non-seulement /i, mais aussi jr , s'a- 
néantissent y les deux séries du n* ^o se changent en lai 
suivantes : 

Sii'oH Fend ici rexpressioGr. ■ -» par une dlminiiiioa 

I • 2 • d 

assez sufiBsante de h plus grande que la somme de tous Tes 
termes consécutif (3g} y elle rendra , à cause des signes op^ 
posés dont elle est affectée dans l'une et dans l'autre série, 
j^/ plus grand et ^y moindre que j^. La fonction ne sera 
par conséquent ni maximxan ni ndnimunt dans le cas où 
pour x=z a,piitq s'anéantissent Mais si au contraire, dans 
la supposition de « 7^ a, outre j» et y , aussi r devient égal 
à zéro , circonstance où l'on aura 

, ^' =y ■'"''•i.a.3.4 ■*' •••• 



1.2.3.4 



• • • • 



jr sera un maximum ou un. minimum, selon que # pour 
jrs:a sera négative ou positive. 
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En général : désignons par -p~ le premier des coeffi- 

tCtenfi dîffiérentiek de la fonction jr qai , sons la supposition 

t\e xrrsay ne s'évanouissent pas; la fonction^ ne sera, 

pour X = a , ni un maximum ni un minimum quand m 

est un nombre impair; mais elle sera un maximum ou un 

minimum quand m est un nombre paii^ , savoir : un màxi-» 

. d^r 
mum, si -r-^ devient négatif pour x s: a , et un minimum^ 

. d"*r 
si -T^ devient positif pour x -==. a. 

Considérons pour exemple la fonction 

^ = (x — a)\ 
oii n est un nombre positif et entier. On a 

p = n{x — «)•••, y = n(n — i) (x — û)"-*, etc. , 
jusqu'à 

d"r 

--^ = n{n — i) . . . (x — «)"•"* = n(n — i) (n — a) • . . i. 

De/7 = , on tire X'=za\ pour cette valeur de x tous les 
coéffîciens différentiels successifs s'évanouissent jusqu'à celui 
de l'ordre n: la fonction proposée peut donc y d'après ce 
que nous venons de dire^ être un maximum ou un mini" 
mum, si n est un nombre pair; et elle n'est qu'un mini^ 
mum, parce que le premier des coefficiens différentiels qui 
ne s'évanouissent pas est = n (it — - i) • . . i , donc positif. 

43. Considérons maintenant quelques problèmes sur les 
maxima et minima, 
- Problème premier. Un nombre donné m doit être par- 
tagé en deux parties , de manière que le produit des deux 
parties soit un maximum. 

Il est avant tout nécessaire, dans ce problème comme 
dans les suivans , que l'on détermine l'indépendante x , et 
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la fonction^. Soit x l'une* des deux pattîes , et j* le produit 
des deui parties qui doit être susceptible d'un maxùnum 
et <|uî dépend de x. Or y si l'uae des deux partie* eitse jr, 
l'autre est ss n» -— :r ; donc, selon le proUèoiey 

y = x(m — x). 

On en tire 

p zs m -^ or, y = — aj 

la valeur de x = — , tirée de Péquation psso , donne par 

conséquent un maximum^ k cause du signe négatif de q (J^t). 
La solution du problème proposé consiste donc en ce 
qu'on partage le nombre donné m en deux parties ^ales. 

On voit aisément que ce problème renferme encore 
celui-ci : « On se propose de partager une ligne droite don- 
née en deux parliék , dé sorte qu'on en puisse décrire un 
rectangle dont l'aire soit un maximum, n La solution con- 
duit h un quarré dont l'aire sera en effet la plus grande 
parmi tous les rectangles d'un même périmètre. 

Problème deuxième. Au dedans d'un angle BAC (fig. 6) 
dont le sinus soit ^ tf , est donné un. point O ; on se pro- 
pose de mener par O une ligne droite aux deux côtés de 
l'angle^ de manière que le triangle formé soit un minimum. 
La position de étant donnée , on peut regarder les li* 
gnes pB^ OC, menées par le point O, parallèles aux deux 
côtés de l'angle I comme données; nous les désignerons par 
a .et b. Que l'on mène maintenant par O la ligne D£,, en 
supposant qu'elle réponde à la condition demandée , sa Voir 
d'être, parmi toutes les lignes menées. par O, celle qui 
renfermje le moindre triangle DA£. 
Que l'on fasse DB =s x , donc 






X + b : AE, ou AE =^i*-±JL>j 
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la perpendicalaire menée deDà ÂEestss«(& «(- x); 
dùnc le Iriangle 

DAE=2lLL±-fi!. 

Or , le triangle étant la fonction qui soit susceptible dTun 
minimum, nous le désignerons par^. On a ainsi 

a* (^ -f xY 
d*ofc 

De jP s=s o on tire a? ss rb ^. 

fja première valeur a: t=i -|-ô rend q positif, et indique 
par conspuent un minimum^ dont la valeur est ==: 2â«^ , 
c'est-à-dire le double du parallélogramme ABOG. Pour la 
construction de ce triangle cherché, il faut faire 
BD =s AB = 6 , et mener ensuite du point D , qui sera par 
là déterminé, une ligne droite par O. 

L'autre valeur x = -— ^ rend q négatif, et indique ainsi 
uB irmâeimum,. Or , il est visible que le triangle né peut 
être un maximum; car si x diminue ^ le triangle augmente 
de plus en plus et s'accroît sans cesse , comme on voit clai- 
rement par l'inspection de la figure ( compares n" 38) : 
donc or = —-6 ne peut indiquer un triangle qui soit le 
plus grand. Néanmoins il est certain (d'après n" 4^) que 

la valeur de la fonction jr = — répond à un 

maximum si on la regarde en elle-même ou algébrique* 
ment, c'est-à-dire sans rapport au problème proposé* Pour 
éclaircir tout cela davantage , il serai't ir propos de cons* 
truire, conime on le fait souvent , la fonction géométrique- 
ment; c'est-à-dire en courbe ( oii l'on regarderait x et j^ 
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comme des coordonnées }. On obtiendrait ainsi une lijper^ 
bole où les points x=:^±b indiqueraient évidemment la 
plus petite ordonnée positive et la pins petite ordonnée 
négative, c'est-£^-dîre des ordonnées dont Pnne serait un 
maximum, l'autre un minimum. 

On en voit que x^ — b donne en effet un maximum 
de la fonction regardée en elle-même , mais pas une solu*^ 
tion pour le problème proposé. Cest donc ici le même cas, 
comme dans des problèmes qui conduisent à certaines 
équations, oii quelques valeurs répondent bien aux éqna- 
tions , mais pas à la solution du problème proposé. 

On trouvera aisément la détermination particulière qne 
prend la solution, si l'angle donné est un angle droit , oti 
« = I y et aussi lorsque le point O est pris au milieu de 
l'angle où a = ^. 

Problème troisième, Soît donné entre les côtés d'un 
angle droit DAE (lig. 7) le point O, de manière que 
OB = tf , et OC = 6 ; on se propose de trouver la plus pe- 
tite ligne que l'on puisse mener par O aux deux côtés de 
l'angle. 

On a Dfi •=. X ; par là C£ = — ^; la ligue DE, supposée 

1 

susceptible d'un minimum, sera = J"* On a donc 



•^ =(' + i) ('»'+**)*' 



d'oii 

P = ; ; 

I 

il vient donc x 3= ( ba^ )^ ; les deux . autres valeurs étant 
imaginaires y seront pour cela négligées (40' Lorsque 

i =s ( ba* )* , on aura 
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3 



f =:-r-T 



t • 



Lq radical («* + ^*)* dans là fonction jr étant pris 
positiyement (puisqu'on a considécé seulement sa yaleur 
absolue qui* est toujours positive ) , q devient aussi positif; 

a: = (iâ^)^ n'indique par conséquent qu'un minimum 

dont la valeur est = (a^ -{- Â^ )' j ( pris aussi en sens ab- 
solu^ donc positif ). 

3 

Si dans le problème a:::zb, la plus petite ligne est ==ra.2*> 

44* Voici encore quelques problèmes sur les maxima et 
minima, pour la solution desquels on ne donnera que 
quelques rcnseignemens. 

Problème 4» Soil proposé d'inscrire à un cercle dont le 
rajon = r, le rectangle dont Faire soit un maximum. 

En entendant ici par x la perpendiculaire abaissée du 
centre sur la corde , c'est-à-dire sur le côté du rectangle t 
on aura 

j-=: 4a? (1- — J:*r. 

On obtietit pour le maximum x t=z — =. ( valeur qui ne 

se peiit prendre qu'en sens positif; voy. le problème ^du 
n*» 43 ). 

Lie rectangle cberché est donc un quarré. 

J^roMkme 5. Soit proposé d'inscrire à un cercle dont le 
rayon = r, le plus grand triangle isocèle. 

"En entendant ici par. x la perpendiculaire abaissée du 
centre sur la base , on aura . 

jr = (r + x).(r» — a:*)*. 
JLe triangle chercbé est donc un triangle équilatéral. 

6 
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Problème 6. On se propose de trouver dans la ligne PQ 
- (fig. 8) le point O , placé de manière que la somme de ses 
distanœs de deux points donnés M et N , pris hors de la 
ligne, soit un minimum. 

Qu'on mené de M et N les perpendiculaires Mï* et NQ, 
et qu'on les désigne par a et * ; soit PQ = c. Qu'il soît de 
plus OP = X ; on obtient ainsi 

I i. 

j- = MO + NO = (a* + fl?*)*+ lb^+{c^xyy. 

De jP = o^, on tirera deux valeurs pour x, aayoîr: 
^gj „^^ .. et ara» 7--^. q«»» ^^*^ **■*> rendant y 

positif, indiquent deux minima. Afais on se convaincrai ai- 
sément par la construction géométrique qu'il n'y aura 
qu'un seul minimum. Qu'on prolonge pour cela SQ par Q 
« jusqu'à ce que QN'=QN, et qu'on mène MN^ Le point 
d'intersection O sera le point cherché , puisque la somme 

MO + H'O Ai MO 4- î*0 

est moindre que la somme de deux autres lignes quel- 
conques , par exemple , de MOT + N'O* = MO' + NO'. En 
cherchant au moyeti des triang|le& semhlables M PO et N'OQ 
la valeur de PO, oi* ohtient pour elle la première valeur 
deâTioué nous avons trwavée auparavant. La première takur 



ac 



de X passe en effet à l'autre j^;^» «» ^^^ P^^end a eh sfens 

négatif' j c'est-a-dî#e que \e9 deux points M et M s« fèèv^ént 
aux côtés opposés de la ligne PQ- 

Quelle sera la valeur du minimum? et qudles déteffnri^ 
nations particulières suhit la solution kfrsqoe atstb? 

problème 7. On cherche de tous les cônes droits, dont 
la surface =? m% celui dont le voîunie soit lin maximum. 

Soit le rayoïl de fe base efe ^t' et la hàùtetit dû eÔùé :iii«> 
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on aura 

I 

m* = xw («• + ar'f + j:V, 
par où on déterminera d'abord x. On obtient eiMuite 

Pour le cône eberché, on aura 

« 

mais en entendant par m* seulement la surface courbe du 
cône , on aura 

X : z ±= I : V^2. 

La proposition du pix)blëme se doin^t a<Msi en ces tei* • 
mes : a Lequel de tous les cônes droits d'un yolume donné 
aura la moindre surface? » 

De la même manière que ce jprobleme y se traiteront les 
trois soivans. 

Pfnbihne 8< On cbercAie , parmi tovs les cylindres dfoits 
dont là surûÉce =s fn% odAi do'ht le Volume soit vm hmu^i- 
mum. 

Soit le rayon de la baser aa jr , et la bautcnr x= jr ; on 
aura 

par où on déterminera s ; on obtient ensuite < 

On trouvera que la hauteur du plus grand cylindre cberché 
sera le double de son ra^on. 

Mais si l'on ne donne au cylindre qu'une seule bas^i la 
hauteur sera égale à son rayon. 

6.. 
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Problème 9. On cherche de tous les prismes perpendicu- 
laires, dont la surface est = m*, et la base un polygone ré- 
gulier d'un nombre donné de côtés , celui qui aura le plus 
grand volume. ' ' 

En entendant par x l'un des côtés de la base, par n le 
nombre de ses côtés, par z la hauteur du prisme, et notant 

de plus tang par <, on aura 



21 ^ * 



et 



nx^z 



— ÛT^ 



4' 
Après l'élimination de z, on obtiept 



m^x nx^ 



•^""4* 8<*" 

Quel sera le rapport de x à z pour le prisme cherché 7 
— Quel changement subira la solution si l'on ne cdnsidàre 
qu'une seule des deux bases?-*- Appliquez les formules gé- 
nérales au cas où la base serait un triangle régulier, un 
quarré, un hexagone , etc. •— Au -lieu du c6té de la base , 
on pourrait introduire comme la variable indépendante le 
rayon du cercle circonscrit à la base. 

Problème 10. On cherche de tontes les pyramides per— 
pendiculaires dont la surface est == m*, et dont la base est 
un polygone régulier d*un nombre donné de côtés, celle qui 
aura le plus grand volume. 

Problème 11. Soit proposé de couper une portion d'un 
cercle donné, et de former du reste un cône; combien de 
degrés comprendra l'arc du segment qu'il faut ôter , pour 
que le volume du cône soit un maximum ? 
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jipplication du calcul différentiel à la Géométrie, 

45. I9ous avons vu dans le i\® sS, que y dans les fig. 1 1 2 , 
3, 4} ^^Q est ^:^p,àXi savoir: =: +p.Ax dans les fig. i 
et 2, et i=^^p.àx dans les fig. 3 et 4. 

MQ étant = ^x (a5) , il en résulte que 

tang M'MQ = tang MBP =sp , 

•ç'est-2i-dire que la tangente triçonométrique de l'angle MBP, 

compris entre la tangente MB d'une courbe et l'axe des abs- 

âr 
cisses, est égale a /? =s — , savoir : = +p , dans les fig. i 

et a y où des deux angles adjàcens autour de B, Vangle aigu 
MBP, est tourné vers le côté positif des abscisses ; et = — p, 
dans les fig. 3 et 4 > ob l'angle aigu MBP est tourné vers le 
côté négatif des abscisses. 

Or, cet angle varie avec le point de contact; en dési- 
gnant les coordonnées d'un certain point de contact par 

dr 
^ et y, il faudra dans -~ mettre x' et y au lieu de x et 

jr, pour obtenir la tangente trigonométrique pour ce point 
de contact déterminé , laquelle sera exprimée alors par 

Ar' > 

Mais on observera que de ces deux quantités x' eUjr\ x' 
seulement pourra être pri» à volonté , et qu'il faudra cher- 
cher par l'équation primitive de la courbe la valeur corres- 
pondante de ^'. 

Pour éclaircir ce qui précède, soil proposé de chercher 
la tangente trigonométrique du cercle pour les coordonnées 
du point de cpnt&ct x' et y. 

L'équation du cercle rapportée au cenlrc étant 
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i i 

jr-sB(i^^^)»j il eD résulte que y^^iji* — *'•)• ; étant 
de plus p = = X > ^* tangente trigonométrî- 

que cherchée sera =s ■ ; ■ ■ as — ^ j^. En prenant. • . . 

^ (r»— x>)* 

J^'=S3 (r* — x'*y positivement , c'est-à-dire en considérant 
la partie du cercle au*dessus du diamètre , oii les ordon* 
nées sont positives (25) ^ on Terra par le signe de l'expres- 
sion précédente , de quel côté de l'origioe des coordonnées 
la tangente rencontrera l'axe de^ abscisses; saroir : x' étant 
positif j la tangente rencontrera i'ate dks abscisses du tsdté 
positif des abscisses» comme dans les fig. 3 et 4> mais x' 
étant négatif, comme dans les fig. i et a » elle la rencon- 
trera du côté négatif. 

Réciproquement » lorsqu'on demande, dans une courbe 
donnée le point de contact oji la tangente renferme avec 
l'axe des abscisses un angle dont la tangente trigonomé- 
trique est = a , il faut déterminer les coordonnées du 

point de contacft x' et jr' par . l'équation ^ = a , con* 

jointemei4 afcc l'équation donuée de la courbe. Supposé , 
par exemple, que la tangente au cercle comprenne avec 
l'axe des abscisses un angle = 6o^y don^t la tangente tri- 

gonométrique est == ±: 3' , on jiura les deux éq^i|lioIM 

r ~ (r- ^ X ; , et ^^,=s y o , 

il en résulte que 

ri r 

x' :;ç: - . ds 3* , et y==: + - (si j*' se prend positivement). 

dy 

Si Ton fait j^ = o ; on parvient aux coordonnées du 
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point cle coiilaci , où la tang^eo^^ ccEQprend ^yec Ta^e des 
abscifwef m» nngle ;9r o 9 ph la toi]|;çate ç^t par conséqiu^nt 
parallèle a l'axe des ab^oisMS. 

Si l'on fait au contraire -^, =;s 00 (condition à laqudle 

on satisfait en égalant « séro le dénominateur dans la ya- 

leur de -r^h l'*ngle corresppndant est =90% c'e8t-à«<^dire 

que la tangente est perpendiculaire k Taxe des abscisses. 

Pour le cercle donl l'équation ^ = (r' — jc*)', il lîent 



^- 



P^"^È'=~ 



x' =s ± r et y !=so. 



dy . 

Or y -prssQ indique un maximum ou un minimum 

(n** 4^); donc 9 puisque deTpr=QO=s-, il résulte que 

, ox o 

as? dr' 

-|^ sr o (g) y la valeur de ^n: s^ 00 indique un maximum 

ou un minimum i mais par rapport à l'abscisse x'. L'ins- 
pection d'une figure, par exemple du cercle, fera voir dai-^ 
rement l'exactitude de ces deux propositions. 

46. Au moyen de ce qui précède , nous trouTcrons^ aisé- 
ment la fou^-zan^iile BP (fig- 1, a, 3j 4)* On a' dans le 
triangle MPB 

BP = MP : tang MBP«y : ^ (45).=ry .^ (9). 

Or , d'après le n^ 45^ -pr étant positif dans les fig. i et a, 

et étant né^tif djMl8 Jies fig. 3 içt 4» l'expression pour la 
sous-^tangente BP 9^h i^ussî p^itive dans les fig. 1 et 2 ^ et 
0lJe seia négaAive dsitii^ le^ fig. 3 et 4> 

D^apBès c^la > on déifirminerji ^sèment la position de la 
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sou»-tangente par le 8igae dont son expression sera affeclée. 
Pour la sous^normàle PR^ on troure aisément par les 
triangles rectangles BMR et PMR ( fig. i , 2 , 3 et 4 ) qu'elle 
est égale à 

r'» • PB = r'» • • — — r' ^ 

Sa position s'apprend aussi^ comme celle de la sous-tang^nte, 
par le signe de son expression. 

Il est aisé de déduire des valeurs de la sous-tangente et 
de la sons-normale 7 la longueur de la tangente MB et celle 
de la normale MR. Pour la première on obtient 

et pour la dernière 

^T» l\ sera bon, pour les considérations suSyantes, de 
rappeler au lecteur ^ en peu de mots , quelques propositions 
des éléinens de la Géométrie analytique, concernant l'équa- 
tion de la ligne droite. 

L'équation la plus générale de la ligne droite est 

où o^etjr désignent les coordonnées, et a et 6 des quantités 
constantes ( quoique indéterminées ) en sorte que b indique 
l'ordonnée à l'origine des coordonnées, et que a représente 
la tangente trigonométi*ique de l'angle compris entre la 
ligne droite et l'axe des abscisses, supposé que l'on ait adopté 
des coordonnées rectangulaires , comme cela se fait ordinai- 
rement. Quant au signe de a, il sera positif lorsque des 
deux angles formés par la ligne et l'axe des abscisses , celui 
qui est aigu se tourne fers le c6té des abscisses positives ; 
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ce qui a lieu pour la tangente BM, qui doit ici représenter 
la ligne droite en général , dans les fig. i et a , oii l'angle 
MBP < R (125). 

Au contraire, a sera négatif lorsque des deux anglesi ce- 
lui qui est obtus se tourne vers le côté des abscisses posi-* 
tivesy ce qui a lieu pour la tangente BM dans les fig. 3 
et 4* I)e plus, pour la tangente BM , le point d'intersection 
B se trouve dans les fig. i et a du côté négatif , et dans les 
tig. 3 et 4 du côté positif de l'origine A; donc l'ordonnée à 
l'origine est positive dans toutes les quatre figures , puisque 
les ordonnées ^ prennent en sens positif au-dessus de l'axe 
des abscisses (a5). Dans le cas contraire, l'ordonnée à l'ori- 
gine , ou b dans l'équation générale de la ligne droite, est 
hégatiVe. D'après cela , le lecteur pourra sans peine proje- 
ter les quatre formes suivantes : 

(i) jrssi + ax +.6, (2) jr = ^ ax — b, 
(3) jr ^n — ax + bj (4) jr =s — ax ^ b. 

Si l'on donne à la droite des déterminations particu- 
lières , l'équation même de la ligne se particularise par cela. 
Considérons maintenant quelques-unes de ces détermi- 
nations. 

Soit proposé de trouver l'équation d'une ligne droite 
qui, renfermant avec l'axe des abscisses un angle dont la 
tangente trigonométrique = a\ passe par un point dont 
les coordonnées sont m et $. 

On aura alors , outre l'équation générale j* = im: -f- ^ > 
encore pour le point donné 

p s^ aoL -^ b'y 

eu chassant b des deux équations , on obtieut 

^ — /8 = a (j: — «). 



90 AmiGATiox A LA GÉxmtnnE, 

De plo8| à eaïue de l'aagle donné , on • pour réquatîon 
cherchée 

Cette éqaatioa pourra encore i^eiprimer |>ar 

et Ton yoit que U lettre b de l'équation générale est repré- 
sentée par l'expression 

le signe de laquelle reste encore à chercher, pour déterminer 
la figure correspondante de la ligno seloi^ les qiiAitr^ iormes 
particulières ci «dessus rapportéi^f 

D'une manière semblable on parvient pour la ligne 
drpète qui passe par df ui points dmtiea oooidoiq^ées sont 
Mf fiy et êif'ffi^fh Tiquatioii suir^inte : 

Enfin , soit proposé de trourer Péquation de la ligne 
droite perpendiculaire sur une autre dont l'équation 

La ligne cherchée formera , a cause de sa perpcndicula- 
rite avec l'axe des abscisses, un angle dont la tangente (rir 

gonométrique :^ -p, parce que les deux «ngles forinéa par 

la ligne cherchée et la ligne donnée avec le même axe des 
abscisses se suppléent mutuellement pour faire un angle 
droit. De plus , la position de la ligne eherdiée apparte^ 
nant aux deux dernières des quatre formes ci -dessus, on a 
pour l'équation demandée 
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Si la ligae cherchée doit en odtre passer par un point 
dont les coordonnées sont m et fi, on a pour son têqnation 

jr ^ fi = ^ L(x — m). 

48. D'après cela , il est aisé de trouver les équations de 
la tangente et de la normale pour une courbe quelconque. 

La tangente passant par un point dont les coordonnées 
sont 3ç\ y' , et renfermant avec l'axe des abscisses un angle 

dont la tâDgente trrgononiétrique = ^ (45) , a pour équa- 
tion (47) 

De plus, la normale étant perpendiculaire à la tangente 
et passait par un point dont les coordonnées' sont x\y ^ 
a pour équation (47) 

Exemple. Pour le cercle dont l'équation j^ -f- x* = r* , 
on a , comme Boiis cvons déjà montré n' 4^ , 

dr' — *' 

àx' y ' 

\ 

d'où Péq nation delà tangente 

, — oi (Jt -^ sf \ 

çu ( Péquation du cercle donnant y'* 4- x'* = r* ) 
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De plus I on a pour le ccrcTe 

donc 9 la normale a pour équation 

jr —y rs-Jj (X — a!) ou /x' = x/. 

L'absence du ternie constant dans cette équation fait voir 
que l'ordonnée ii Torigine des coordonnées , qui est ici le 
centre, est = o (47)9 et qu'en conséquence la normale passe 
par le centre , c'est-à-dire qu'elle est un des rayons. 

Problème. Soit donnée l'équation 

jr^ = 2mx + nx*, 

équation générale de toutes les sections du cône rapportée 

dr 
au sommet et à l'axe. On propose de trouver —, et ensuite 

l'équation de la tangente et de la normale. 

49- Reprenons maintenant de nouveau l'expression cor.~ 
sidérée dans le n° 25 , 

Nous avons tu^ au numéra cité, que.i)/ est positif dans 
les fig* I et 3 , où la courbe tourne sa convexité vers Taxe 
des abscisses -, négatif dans les fig. 2 et 4 > oii elle tourne sa. 
concavité vers l'axe des abscisses. Or, on a, (17) 

et; d'après le n? 89 , si Ax est pris asses petit , ^ sera posi- 
tif ou négatif^ selon que q est pcsitif ou n^atif. On voit par 
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là que la courbe tournera dans un point ta conrexité ou sa 
concayîté vers l'axe des^bscisses^ selon que le coefficient 
différentiel du second ordre q , tiré de l'équation de* la 
courbe , pour la valeur correspondante de l'abscisse x, estv 
positif ou négatif. Il s'ensuit en même temps que pour un 
maximum ou p =10 et q négatif (4o) y la courbe tournera 
nécessairement sa concarité vers Vaxe des abscisses , et*que 
pour un minimum où /? =: eiq positif, la courbe tour- 
nera nécessairement sa convexité vers l'axe des abscisses. 
L'inspection d'une figure éclaircira cela sans peine.* 

Il est dair , par le précédent comme par le n® 4^ , que 
pour apprendre la position d'une courbe par rapport à 
l'axe des abscisses dans un point donné , il faut- examiner: 
les signes que prennent p et q dans ce point* * 

Si q change dé signe immédiatement avant et après un 
]K>int donné , on en conclut que la courbe est de l'un des 
côtés de ce point convexe , et de l'autre concave vers l'axe 
des abscisses ; un tel point s'appelle point d'inflexion» Il -est 
évident que q dans ce point, où son signe passe à l'opposé , 
sera nul ou infini , la dernière circonstance ayant lieu si q 
est une fraction dont le dénominateur s'évanouit pour ce 
point. 

D'ailleurs, pour mieux comprendre comment une quan- 
tité passe du positif au négatif par l'infini , il sera à propos 

de se rappeler de la Trigonométrie , que la quantité — ^ 

COS X 

qui exprime la longueur de la tangente d'un angle x, de- 
vient infinie lorsque cos ar=o, ou quand la tangente oes^Mint 
d'être positive, commence à devenir négative.' 

Mais quand même pour un point d'inflexion q devien- 
drait, ou =: o , ou = 00 , la réciproque de la proposition 
n'a pas nécessairement lieu, et il n'existe pas toutes les fois 
an point d'inflexion pour j = o , ^u = 00 ; car l'équation 
d'une courbe représentée Cg. 1 1 , qui a , au point A , un 
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point da rebnmss^ment, doit coDtènir nécemaîremctii un 
radical d'un degré pair. C'est ainsi aettlemeUt que le* ordon- 
nées penrtmt deveiiir imaginaires et que l'eKistenoe de la 
conrbe deyiaiit imjpoMible de l'un des cûtétf de ee point. 
Mais dans les équations de ce geiire, lès preifiiers ooeffieieos 
diiérentiels deviendent = o pour la Yaleur de jr qui fait 
éranouir le radical , et les ooeffîciéns oonsécnlifs deviennent 
=s= 00| odmme il a été déjà montré n^' 23 ot aCk On obser- 
vera donc pour cela ce qui suit ! si pour une certaine va- 
leur àex^q est s= o ou c= 00 y il faut examiner l'équation 
primitive , si elle indique l'existence de la courbe seulement 
d'un: côté de ce point ou de l'un et de l'autre en même 
temps; ce n^èsl que dans le dernier cas que le point examiné 
peut être un poîni tfinfleiion > tandiaqiie dans le premier 
cas il peut être un point de rebroussenént* 

Il arrive souvent que pour quelques valeurs de a:, pour 
lesquelles /7 s: o ou s^ oôi , g devient aussi =9: o ou =^ oo, 
sans qu'il n'existé ni l'un ni l'autre de ces deux points, ce 
qui sera examiné dans la suite Cfest pour cette raison et 
parce que quelques valeurs de x, par lesquelles p ainsi que 
ç deviennent = on = 00 , ne correspondent à aiscune 
ordonnée ( ce qui se fait voir alors par l'équation primitive) 
qu'il ^t absolument nécessaire de considérer conjointement 
les expressicms de^y/i et 9. 

Tout ce qui a été dit dans ce numéro sera éclairci dans 
la suite par i^anal)^se de quelques courbes. 

5o. Considérons maintenant deux courbes dont les équa- 
tions soient 

iT ~/(*) et ^ = ^(JP). 

Supposons que ces deux courbes se rencontrent en un point 
dont les coordonnées sont x et y, de manière qu!on ait 
pour ce point 
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y =/(*') et y = ç(rf'). 

t 

Leâ( ooeffidietis (lt£Péreiitiel!$ ^ â|>rëâ y «v<rfr< sttbstviiié x' 
aB lieu dé a:^ Mîetit reflt^entéë pdui* la première coinfbe 
P***/*'» ?'>'•'••• (45)> c* P<w<r l'Miti^e courbe patr F, Q', 
K^. • .; détffgtiblis de plue la difFéresee des ordentrées; ou 
A?"» po*»«* i« pfeïfliè^e courbe par *', et pont la seoonde par 
K^ On aura ainsi, par le tbéorètne de Tajrlor^ en i^ettant 

I «a I .a.o 

oii/i'> jf'f ''>.•., P'» Q» ï^'f • M ïie renferment que x et des 
quaittités constantes. S'il arrirait maintenant, qu'on eût 
p* s=s P', les deux courbes ayant un point commun, au- 
ront la même (atigeilte à ce point ( d'àprfes n^ 4^ ), et il sera 
en même temps 

expression qui donne la différence des ordonnées des de» 
courbés ou la distance de ces courbes immédiatement auprès 
cki point de Cùntad, supposé qu'on fasse h assea petite. 
Cette dîatance dev^ndrait encore moindre^ savoir égale k 

si i*M ataît en nièAae tempe pzmV et ^'âcQ'. Enfin, on 
vévt sÉl^en^t que cette distance sera d'autant plus petite,: 
c'^st«4i-^ir0 «^ve (es deux courbes sont d'autant plus près 
l'une de l'autre, immédiatement aaprës du ^ot de coor 
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tact (donc pour k très petite), que plusieurs des quantités 
p' — P', q' — Q', / — R'. . . , s'anéantissent. On exprime 
cela ainsi : « Que les deux courbes. qui passent par un point 
dont les coordonnées sont x^, y^ ont un contact du premier 
orflre si p' — P' = o; un contact du second ordre , si 
/^'-— P'sso et ^«— Q'sso ; un contact du troisième ordre , 
si p'— Fssso, ^— Q'=:o et r — R'=o; et ainsi de suite 
{)our un contact d'un ordre quelconque. 

On déduira facilement de ce qui précède le procédé pour 
procurer à une cOurbe , dont l'équation est j* = ^ (x) , un 
contact d'un oi*dre quelconque, par exemple, du nombre 
n en un point dont les coordonnées sont x\ y\ avec une 
courbe déterminée dont l'équation est y = y(x) y c'est- 
à-dire avec une courbe où toutes les quantités constantes 
sont supposées comme tout-4i-fait déterminées. Mettant 
pour cela dans les n premiers coe£6ioien$ différentiels af ' 
au Heu de :r ^ on déterminera ensuite par les n équations 

fl — P'sEO, 5^ — Q' = o..,, etc., 
combinées avec l'équalion primitiTC 

y = /(x')=s?(x'), 

o + I quantités constantes qui entrent ^ns l'équation 

Il faut donc ^ comme on voit sur-le-cba/np, que l'équa- 
tion d'une courbe, pour qu'elle soit susceptible d'un con- 
tact du premier ordre, contienne deux quantités constantes, 
pour un contact du second ordre trois constantes; en gé- 
néral , pour un contact de l'ordre n , n + i. constantes. 

Une, courbe à qui l'on a donné un contact de l'ordre le 
plus élevé dont elle soit susceptible, c'est-à-dire que toutes 
les quantités constantes qui entrent dans son équation 
soient déterminées de la manière précédemment. exposée, 
s'appelle courbe asculatn'ce. 
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5i . Donnons pour 'àLempk à la ligne droite (car ee qui a 
lieu pour les bourbes en général , doitalisst rester en yfêlewt 
pour la ligne droite) y qui a' pour équation • 

jr =si ats J^- by 

un èonlaoi^d^ premier ordre dans Uff -point dont les coor- 
données sont x\y\ .arec la' courbe déterminée (5o) , 
jr:szf{x)» On a donc 

ç{af) =b a«^ + ff et P^ =^' = a. 

On obtient par Ui , d'après le numéro précédent , les deux 
-équations 

/(x') = y=«/+^ et a = p' = ^. 

Il en résulte que 

L'équation de la ligne droite qui a mt contact du premier 
ordre (5o) avec la courbe proposée, dans un point dont les 
coordonnées sont j/ et j^, ou l'équation de la droite qui est 
tangente à cette eouribe au point nonâmé^ sel^adonc - 

comme nous avons trouvé n° 4^. 

G>nsidéi^ons^ pour second exemple, le cercle. Son équa- 
tion la plus générale est , comme on sait , 

où r désigne le raybn', et «, fi les coordonnées du centre. Le 
cercle est, par conséquent, susceptible d'un contact du se- 
cond ordre, son équation t e nft r i ii a nt trois quantités tott»^ 

7 



V 
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tantes *,Utie détient donc cercle ascuiatoitnfue |)ar un een- 
t«ct de oet ordre (5o). En différenciant denx fois de 
suite l'équation du oerde, on* obtient 



4y_p_ -i*-») ^J'-Q- -"* 



On aura donc, d'après le pi-océdé du noméro précédent, 

^ 

Après ayoir élevé au quarré les deux membres des éqna^ 
tiens (a) et (3) , et chassé j/ — m, on obtient sur-le-champ 

r -, 

.1 

L'expression ras — ^^r ^ appartient donc au rayon 

du cercle oscnlateur pour chaque point de la courbe propo- 
sée/les coordonnées duquel sont or et j*. 

Le double signe qui se rapporte .à la position opposée de 
deux rayons formant ensemble un diamètre , fait recon- 
nattre que le centre du cercle osculateur et l'axe des abs- 
cisses se trouTcnty ou du même côté, ou des côtés différons 
de la courbe. Dans le premier cas y larcourbe est concaye 
Tcrs l'axe des abscisses^et q sera négatif (49)- Dans le second 
cas y la courbe est convexe vers l'axe des abscisses, et ^sera 

poÂtif. Donc, si l'on prend toutes les fois (i + Z'^) :Pos>tif> 
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r-eig seront de même signe. Il est aisé / d'après cela, de 
déterminer la position du rayon r. 

Exemple, Pour la parabole ^ on a 



1 t 

m* —m* 



d'oà p=z ; et q^=^ — ^ 



donc 



— (4x + m r 



am 



D^atif parce que q est négatif. 

Problème. Soit proposé de trourer la valeur de r pour la 
section du cône en général^ dont l'équation j * — .i inx-^rù^, 
et d'exprimer ensuite cette valeur par la normale. 

Quelle valeur aura r, lorsque x zszol 

De l'équation (a) on tire 

Jr =-, — (-^ — ") ^ — (y-*) 

d'où l'on déduit 

ce qui est^ d'après le n^ ^8, l'équation de la normale qui 
appartient au point ^' , j^ , et qui passe par le point «, j8. 
On conçoit que le cercle osculateur a placé son centre dans 
la normale menée par le point de contact. Il sera donc aisé 
de construire le rayon osculateur pour un point déterminé 
d'une courbe , puisqu'on connait non-seulement sa longueur, 
mais aussi la circonstance qu'il se trouve dans la normale 
du point donné et du côté concave de la courbe. 
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La tovabfvare du oerde eit nniforine dans toiti^ set points, 
et en raison inverse de 1&< louguenr de §em i^yoïi) tandis 
que la courbure de toute aatre> courbe oH iaéiple*. Mais 
comme la courbe a dans cbaqne point presque la même 
courbure que son 6ercl6 oscùfatenr (5o) , on peut juger de 
sa courbure dans chaque point par celle du cercle oscula- 
teur appartenant; c'est pour cela que le cercle osculatenr 
est nommé cercle de courbure, et^le rayon osculateur, raj-on 
de courbure, 

5a. En obserrant qii'à cbaque x' et jr' correspond un 
autre « et |3 ^ on comprendra qu^il faut nécessairement que 
les centres forment une courbe continue aussi bien que la 
courbe proposée. On parvient à l'équation de cette courbcy 
que nous nommerons courbe des centres, par les. équations 
(i) , (a) , (3) du numéro précédent En effet, on obtient 

En substituant dans ces deux expressions pour j/y p' et (^ 
leurs valeurs eu «', et éliminant ensuite x\^ on parvient 
à l'équation cherehée entre « et ^. 

Exemple. On se propose de trouver la courbe des centres 
pour la parabole ordinaire, qui a pour équation j^'*s= mr . 
Ona 

, m * , — !»• 

P =— ri 3^= r^' 

dojic 

II vient par là 



m 



, — -(m+4a?^) , a»— m * a 

a ' 5 3 



i 
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on a de plus 

m* 
d'ob 



oa 



4^* =— m*j8, oaenfin i6x^=rmj8*; 

en 7 substitnant jla Taleur trouvée précédemment de x\ 
on obtient 9 pour l'équation cherchée^ 



<• - ?) 



277» 






en mettant a — ^^cs^'^cesMi-dme» transporitaiitibQa 
la fig. 9 Porigine des abscisses de A à D, en sorte que. . . . 
àSsss -- , on parvient À FéquaAipn 

Dans la courbe représentée fig. 9 , la branche VF con- 
tient' les cei^tres des cercles osculatenrs de la branche AK 
de la parabole BAK. 



».* 



■ « 

Analyse 4è quelques courbes, 

' » • 

53. Nous allons appliquer maintenant à 4]aelqaes couribe»^ 
ce qui a été exposé depuis le n^ 4^ jusqu'ici. 

Problhne i. Soit donné unoerek (fig. 10) et son équa- 
tion rapportée au centre. On se piopose de trouver la courbe 
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dont Tordonnée soit à Tordonnée du cercle pour la ménMr 
abscisse, conime Pabseisse est au rayon. 

Désignant l'ordonnée du cercle par z , le rayon par r^ on 
aura 



I 



z = (r*— x*)* j 

donc il Tiendra 

i 
jr:(r*^a*y = x:r, ou y* l r^ — x* = a* l r^^ 

A'oh ' 

' ^-^ -. . i (r*x* — ar*)» 

r 

Cette équation fait yoir que la courbe cherchée coupe le 
diamètre au centre , parce que, dans ce point , c'est-à-dire 
pour x=io,jr devient =0 , ce qui a lieu aussi pour les points 
A et B , parce que pour x = db r, jr devient = o. De plus^ 
la eourbe esf fermée aux points A et B, et elle ne s'étend 
pas au-delà de ces points , parce quQ pour x^ d: r, jr 
devient imaginaire; elle est tout -à- fait symétrique au-dessus 
et au-dessous du diamètre AB , ce qui se fait reconnaître par 
la deuxième puissance de jr^ en sorte que le radical 

V.^ — , pris en sens positif, correspond à la partie de 

la courbe au-dessus du diamètre , et le radical pris en sens 
négatif y à la partie au-dessous du diamètre (sS). La même 
symétrie de la courbe par rapport au diamètre CD se fait 
voir de même par les puissances paires de x ; d'oh il s'ensuit 
que le centre O, et les diamètres AB et CD du cercle sont éga- 
lement le centre et les diamètres de la courbe cherchée» 
Par la différenciation , on obtient 

r* — ^23?* 
P— T, 

r.(r* — X»)* 



ftàç où Fim'reooDnatt la tangente trîgonométriqoe de l'angle 
que la tangente de la courbe renferme a?ec le diainètrie 
(savoir î)our chaque point , supposé qu'on substitue à x 
la valeur de Pabscisse appartenant a- ce point) ; et cette ex- 
pression se rapporte, d'après les remarques faites sur l'équa- 
tion primitive , à la partie supérieure de la courbe , le 
•Fadical étant pria > positif ; k la partie inférieure , si V<m 
prend le radical n^tif. 

Pourlecentre O^ohx^si.o, ontL pssdzi ; dans oe 
pointy oii les parties inférieure et supérieure se conibndenty 
il j a deux valeurs de^, par conséquent deux tangentes HO 
et GO, dont chacune renferme, avec le diamètre y un angle 
^al k la moitié d'un droit 

Si l'on faitp ^ o , on obtient 

w 

r»l^2X'=o d'où X =±— ; 

la tangente est, par conséquent , parallèle au diamètre dans 
les points M et M^, dont les abscisses correspondantes sont 

OP = + 4 et OF = — ^, (n«45). 

Enfin, si f on fait/? = 00 = -, c'est4-dire en égalant le 
dénominateur de/? à séro (45) , on trouvje 

r* — «• ^ o , d'où jp =s dl r, 

c^est- à-dire qu'aux extrémités du diamètre A et B, la tan' 
gente est perpendiculaire au diamètre (45)* 
De plus, on obtient 

r,(r»— a»)' 



lo4 An>UGATtON A f«A oAMltirfftl. 

En observant d'ttfaord: (pfd iMidniîf plutôt > mettre cMte 
esppeisioii 80o»h ftttne 

5"=: ^ — , 



'1 



.el qiie leradtcàl posUif, tant au ttamAfateof qvfmtL dênoair^ 
nateur, se rapporte à la partie sapènoÊLt^ <âe>;la ^cdnrbeir 
'fipiame Iç radical a^gatif à ia -partie iaCdrieutir^^oe qui a été 
déjà diJtjdh«des8ii8)v'6i| 'tr4«^re>4|«e pour: les deux lEalenrs 

Jp =H — j- et a: =r— -^ , pour lesquelles j» ==? o , y de- 



a' 2* 



Tient négatif, tant pour la partie supérieure qpe pour la 
partie inférieure de là courbe; ciroonstanœ qui indique un 
maximum, ainsi qu'on devait s'y att^Hlii^e Ç/^q\. 

En faisant q=:Oy on obtient les deux valeurs j: =s o 

1 

(3\* 
-J f>inafa^Ja seqonde vdeiw étant mpo«ii^s,¥«^ 

l'équation primitiTe, on n'a qu'à considérer la première (49). 
Elle indique que le poipt est un point d'inflexion (49) ^ 
car on trouve^ en effet » qu'il y a des portions de la courbe 
de part et d'autre de ce point. Puis , en prenant x' positif 
et r^ardapt^.po.9itijfy.c'e$t-à'dire.en considérant la par- 
tie supérieure de la courbe, q devient négatif; donc la 
courbe y est concave Ters l'axe des abscisses (4^* En pre-* 
nant x négatif et jr négatif , q devient encore négatif, et 
la courbe est aussi concave vers l'axe des abscisses , dans 
sa partie inférieur^. H y 4 dotnc m .0 «P p^rijat 4'ÎpfleM5m 
pour la brancbe Jdf) , ^mH W«n qm pP»r V^t^ hr^n- 
che M'a 

Au reste^ il sera aisé de construire la courbe .par points ^^ 
suivant la proposition du prdilème. Qu'on mène pour cela^ 
en Bf une tangente au cercle , sur laquelle on coape BN',^ 



/ 
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égale à Pordoniiée du œrcle PN ; qa'en miiM enmite ON% 
le point d'intemceikm M de cette ligne el de Pordonnée VN 
eera un point de la coMifae dierehée. 

Problème 2. On ^ae pr^poie de trouver la 4XHirbe dont 
l'ordonnée soit à l'ordonnée dn ocvole comme le rayon eft 
àfalMciite , commune k Pune et à Pavtre de ces eonriies. 

Le lecteur résoudra aisément ce problème de la même 
manière que le précédent; on ne lui donnera pour cela 
que quelques renseignemens. 

D'après la proposition » on a pour équation primitive 

ou bî^El' 



=<=^) 



Les diamètres A.B et CD (fig. 10) appartiennent k l'une 
et à Pautre des courbes. 
On a ici 

p= 7 et qz=: 1.. 

La courbe coupe le diamètre à ses deux extrémités. 
La tangente est perpendiculaire enO; or, pour ce point, 
jr devient infini dans l'équation primitive : donc^ le dia- 

mètre CD est une asymptote. Lorsque x=±rr^] ^ il ya 

•n point d'infli^ion. 

Quant aux valeurs de irsaso et «ssdir, pour ]<s«- 
quelles qrszcOj voyez n* 49* 

La courbe est composée de deux branches , dont Pune 
est représentée par BZ dans la fig. to. 
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L» donstractioii de U courbé par poiats s'effectuera ai« 
sèment^ suiTint la proposîtioii du problème. 

Problème 3. Étant donnée l'équation du cercle Tappor^ 
tée au diamètre et au sommet (fig. ii)> on se propose de 
trouver la courbe , dont l'ordonnée soit à l'ordonnée do 
cercle (pour la même abscisse) , comme les deux segmem 
du diamètre. On a donc 

j* : j:(2r— a?) = x* : (ar — x)*, 

r étant le rayon du cercle ; de là 

1 

ar — x' -^ i 

(ar — xy 

La courbe est symétrique, seulement par rapport au dia- 
mètre AB. Quant au signe du radical , tout a lieu comme 
dans le premier problème. 

La courbe ne s'étend que depuis A jusqu'à B, au-dessus^ 
et au-dessous du diamètre AB. 

En différenciant l'équation donnée, 



on obtient 



J = r> 

(ar — x)* 



. _ a:'.(3r — X) 



(ar — X)* 

expression qui devient aussi nulle quand x=o. Il s'en* 
suit que la tangente est dans le point A parallèle à l'axe 
des abscisses ; et parce qu'au même point la courbe ren- 
contre l'axe ; l'axe des abscisses lui-même est la tangente» 
La valeur ^ = 3r, pour laquelle^ devient aussi nul, ne 
donne , / suivant l'éqnatîon primitive , aucune détermina* 
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tîon ppur^ la ooarbe (49)* £n B, ou orrs ar, et /» = 00 , 
là tangente est perpendicnlaire sur le diamètre^ et elle 
est en înéme temps une asyûiptote y jr étant jci = 00. 
De plus, on a ' 

ç = — r- 

Cette expression deyîent 00 quand or = aret quand or = o. 
Quant à la première yaleur , pour laquelle au^si ./i = 00, 
voyez n° 49* ^ seconde valeur indique dans la courbe» 
au poiqt A , un point de rebroussemenl, les coordonnées 
étant imaginaires pour x négatif, d'après l'équation propo- 
sée (49). 

En menant de A jusqu'à la tangente une ligne quelconque 
AN» et élevant au point d'intersection M' l'ordonnée du 
cercle M'P'; faisant, de plus, AP=BP', et menant l'or- 
donnée PM qui coupe AN en Q, on aura 

AP : AP' = PQ : P'M', 

ou, puisque AP' = BP, et PM=PTki', 

AP : BP = PQ : PM , 

ce qui satisfait au problème. Donc, PQ sera l'ordonnée 
delà courbe cherchée, qui s'appelle cissoïde. D'après cela , 
il est aisé de voir que M'N=AQ. Dono, pour la cons- 
truction de la courbe par points, on n'aura qu'à porte» 
sur une ligne tirée .arbitrairement AN, la portion M'N 
qui se trouve hors du cercle , de A jusqu'à Q ; Q sera un 
point de la courbe. 

54. Voici maintenant encore quelques problèmes qui ser- 
viront à l'analyse des courbes. Le lecteur résoudra, à l'aide 
de la méthode précédente, les problèmes, et sera en même 
temps en état de construire les figures correspondantes ^ on 
ne lui donnera que quelques renseignemens. 
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Problime 4* Oa «e proposa de trowier le lieu du sook 
Bçiet dsi tmiigle » dens lequel les quarrés de la bantenr et 
delaIie8eso&teiitiMeiix.eoiaiiieleadetts legaMnadelalMie. 

On obtient pour équation de la courbe 

j '■ r> P~ — î ' — a"> y — —\ f- 

(a— xY 2a:^ (a — a:)* 6^ {a — x)* 

La couribe a-t-elle un point d'inflexion, et o&? 

Problème 5. Soit proposé de construire et de tracer 
la courbe qui a pour équation 



On a 



O'-^X 



'A I > 

ti{a—xy.(b + xy 



et 



" i**^* + ^ob^ + thmbx'+'3a*x^^b*x 
q = i g 3 ■ — * 

4(a — x)*. (* + *)• , 

Pour examiner le point oii la tangente est parallèle à 
Taxe des abicisiâs» ou dans lequel il j a un maximum 
pour rordonnéqi U feut /égaler à zéro le numérateur de 
j9 (45) ; ou ol^ieut par lA 

Za^ é db [i&ift + (3a — &)*]^ 

4 

Pour examiner si les deux valeurs de x , dont l'une est 
positiye , l'autre négative , aummt lieu > il fiuit comparer 
aveo elles l'équatlcm primrtiYe, comme il a été faUdans le 
premier proU^me s cela ^'effectuera le pins aisément par 
le procédé suivant. La primitÎYe étant 
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y_& + x_ {b+xy 

ar* a — .aï ao-i-ax — ôx— j:' 

ou y en substituant à la valear de ab, celle qu'on attirée 
de l'équation p =9 o , 

^- jb + xy 

^ , éar 3ax , , _' 

jj» mLm — • «M. .^— ^ ax -** ox^ sr 

2 a 
on aura 

•^ ~ 5+"^ ' 

d'où il résulte que la valeur positive de x , tirée de l'équa- 
tion p^ssoy n'indique aucim point de la courbe. La tan- 
gente n'est donc parallèle à l'axe des abscisies qtie pour une 
flettle<Taleur de x négatif. 

Il faut opérer d'une manîài^e semblable ^ en examinant 
la tateur de xj pour laquelle ^ dévient iùA. En efiet^ on 
déd^iira d0' qstaLù, 

6» — 3a^ — aoA * — 3a 

En substituant cette Taletu" dans l'équatioû primitive , 

il vient 

— i&ab^ 

^ — 3{b — 3ay' 

expression d'une quantité imaginaire. DonC| la valeur 
qssio n'indique aucune ordonnée. 

Nous donnons au lecteur à examiner dans quels points 
la tangente sera perpendiculaire à l'axe des abscisses , et 
de quelle nature seront les tangentes aux points x=o, 
x^=ay X — b. De plus, on demande la nature de la courbe, 
d'abord, lorsque b'z^a^ et puis lorsque ft=o. Dans ]fi 
dernier cas, une portion de la courbe, appelée une feuille. 
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s'éTanouity et la courbe elle-m^e se change dans celle 
que nous aTons considérée dans le problème troulëme. 
Problème 6. Soit donnée^ l'équation 

(a* — 3t^y.(b + x) 

X 

On se propose de trourer la figure de la courbe corres*- 
pondante , qui s'appelle conchoïde. On obtient 

p— ri S'^^ 1 

x\a^—x*y x\(^—x*Y 

Il sera bon d'examiner, séparément les trois cas b ^a, 
^> a et bzsa. 

Soit donc, premièrement , b^a; l'axe des ordonnées 
est une asymptote. La tangente, oji sera-t-elle perpendi- 
culaire à l'axe des abscisses , et oii lui sera-t-elle parallèle? 

Il j a du côté négatif des abscisses , entre j:ss=— ^ et 
a: = — a , un nœud» 

Quant aux valeurs pour lesquelles q devient négatif, il 
faut comparer ' les obseryations faites vers la fin du n^ 49" 

Pour q^p, on a l'équation du troisième degré 

x^ + ibx^ — 2£i'é = o ; 

en j appliquant les règles connues, on trouve qu'elle n'a 
qu'une seule racine réelle et positive, si & ^ a, et si en 

même temps b <^ — = ; mais elle peut avoir trois racines 

1/2 

réelleis, si 6 ^ a, et si en même temps b^ — -=. Mais^ 

dans le dernier cas , on pourra prouver que ses deux ra- 
cines réelles et Négatives ne répondent à aucune ordon- 
.Aée; car en substituant successivement dans l'équation du 
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troisfëme degré les Taleurs xsss — a^ xs=S'-^a\/2 et 
a:=i — ^a, elle donne successiTement un résultat néga- 
tif, uli résultat positif, et encore un résultat positif. 
On en conçoit que f équation du troisième degré a deur 
racines réelles et négstives, diacune plus grande que a, 
qui n'indiquent ainsi aucune ordonnée, puisque, d'après 
l'équation primitive , la courbe né s'étend pas au-delà de 
:r = — a. L'équation du troisième degré n'a donc poor 
^ <:a qu'une seule racine réelle et potitiTC qui indique 
une ordonnée. Il n'y aura par conséquent qu'un seul point 
d'inflexion , du côté positif des abscisses. 

Soit, secondement, f^a. Il y a un. point conjugué 
(isolé) appartenant à la courbe , parce que, quand :r r= — &, 
jr devient nul , et qu'immédiatement autour de ce point 
il n'y a pas d'ordonnée. Ce point a été engendré par l'éva- 
nouissement du nœud , dont nous avons fait mention au 
premier cas. 

L'équation du troisième degré 

x' -f- 3bx* — 2a*6 :^ o 

contient , comme on trouve aisément , une racine réelle et 
négative qui n'indique aucune ordonnée^ Il n'y a ici que 
deux points d'inflexion, im de chaque côté de l'axe des 
ordonnées. 

Soit enfin b=.4U. Lorsque xzsz^^a^ p devient s=s - : on 

trouve ]iar le n*^ 36 , pour sa vraie valeur, p-zno'y c'est 
là qu'il y a un point de rebroussement. 

En divisant l'expression de q au numérateur et au dé- 
nominateur par a-^ Xy on obtient 

» 

a*( 2fl' — ^ax — x^\ 
,q>^^ , ^. .. . 
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Il n'y a qu'uB «eul poini d'infl^ion , dn oAté positif des 
iabscisaes. 

Problhmâ j. On démantela nature de la ooiwbe qui 
se décrit pfir le point M {&f^ la) ^ pris sur k circonfé^ 
rence du cercle GMQ roulant sur la droite AL* 

Soit, au camaiencement du mouvement ^ le poiitt M 
en ▲ et A? = x, Vt/Lxan l'arc HQssi, et le rajon 
du cerclff générateur =z a. 

Élevant en Q use perpendiculaire (qui passe par le centré 
du cercle O), de manière ^ue QG= aa, et maotant sur 
elle par M la perpendiculaire Mtf , on aura 

l!ïQ = sin yerse t = MP =^ ; 
tfbji 

/s± ave (sin verse :as^}, MN«=4(a4|^— j*)* aaBQ, 

AP=x=:ÀQ — PQssAQ — MN = (— (a<{r— ^T , 
ou 

t 

X == arc (sin verse =jr) -»- (a<|[r — J^) * ; 

il en résulte que la courbe chercliée, qu'on appelle cjrcloïde 
à cause de sa génération , est une courbe transcendante (2). 
On voit d'ailleurs aisément 1 par le n^ 29, que cette équa* 
tioQ se changerait 9 pour le rayon ssi, en 

X SAM arcf sin'verse =» - j — (a^— ^*)* . 

» 

En différenciant cette équation (29) , on obtient 



*\* 



On parvient par la aisément, d'après le n^ 4^, aux exprès^ 
sîons pour la tangente , la^ sous-tangènte , la normale et la 
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sous-normale. L'expression pour la normale (^aj-y fait 
voir que la corde MQ est en même temps la normale^ et 
que^ l'angle GMQ étant égal à un droit , MG e^t la tan- 
gentè. 

On peut différencier une seconde fois l'équalion différen- 
tielle de la cycloïde , en y regardant, d'après le n*^ i5 , dj* et 

p z=z ^-^ ^ — comme variables , mais dx comme cons- 

tant 9 on obtient ainsi 

d'où l'on tire, après les réductions nécessaires , 






dtr= 



r 



Au moyen des valeurs trouvées de p et ^ , on obtient 
d'abord, d'aprës le n^ 5i , pour le rayon de courbure, 
l'expression suivante : 

"^ 1 1 

r = — 2* .«* .J-* ; 

puis on obtient , d'après le n® 5^ , 

J- — i8=:aj-, et X— .#==— a(2fly— j^)^, ' 
d'où 

.jr=s — ^^ et it=r« — 2( — nafi'^fi^y. 

En substituant ces deux valeurs dans l'équation de la 
cycloide, trouvée ci-cfess us, on parvient à l'équation de 
la courbe des centres (52) , 

« = arc (sin verse = — ^ + (— aa/S — /S*)*, 

8 
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En menant par le point J > milieu de AL , la perpendS- 
culairc A Js= 2a, et par A^ la ligne A'Q', parallèle à AL ; 
transportant ensuite l'origine des coordonnées de A a A', en 
sorte que les abscisses soient prises en sens positif de A' 
▼ers Q\ et les ordonnées de A' vers J , c'est-à-dire en 
mettant — /8 :^ 20 — /8', et « =5 asr -^ a,\ Téquation de la 
courbe des centres devient 

<t' = €nr — af c (sin verse s=: aa — iS') — • (na^' — ^•)* , 

ou, en observant que deux arcs dont les sinus verses réu- 
nis composent le diamètre , sont ensemble égaux à la demi- 
circonférence du cercle , 

#' = arc (sin verse =r /g') — (20^8' — fi'^)*; 

il «n résulte que la courbe des centres A'M'A est nne cy- 
xîloïde , semblable et égale à la proposée. 

De la différentielle de Vaire. 

S5. La proposition du n® 24 > dont nous avons fait nsage 
pour trouver la différentielle de Parc d'une courbe, nous 
conduira maintenant à la différentielle de l'aire d'une 
<:ourbe. 

Soit (fig. i3) A Torigine des coordonnées, AP:^x, 
PQsssAo:, PM=^, QN =s j^ -f- Ajr ; qu'on mène par M 
et N deux parallëlei à l'axe des abscisses MM' et NIT. En 
désignant par s l'aire ABMP , qui sera nécessairement une 
fonction de x^ il faudra désigner par t^s la portion de 
l'aire PQNM. Or^ l'aire A* est plus grande que 1< paral- 
lélogramme PQMM', dont la mesure est =j^. Ax, et elle 
est moindre que le parallélogramme PQIN'N, dont la mesure 
«St :iî CT* + A^) . A^ , ou , d'après le théorème de Tâylor (17), 
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On aura donc 

ou 

A^ A^ Aa:* 

de là , d'après le n* 34 f 

c'est<-à**dtre que la difiérentielle de l'aire d'une courbe est 
égale à i'ordonnëe de la courbe, multipliée par la dilFé" 
rentielle de l'abscisse. 

Cbercbons encore la difiérentielle de l'aire d'une courbe 
rapportée aux coordonnées obliques. 

Soit, fig. 14? l'ange ABX, formé par les deux axes des 
coordonnées BÀ. et BX, = # ; soit BQ = a:, QN ssj", et 
QS = Lx. £n menant SR' parallèle à QN , et par N et R' 
les NN^ et RR' «parallèles à l'axe des abscisses , on a. . . • , 

K'R' = 4r. 

£n désignant par S l'aire ABQN , et par aS l'aire QNR'S» 
on a 

aS < parallélogramme QSNN', 

et aS ^ parallélogramme QSR^R ; o'est«4-dire 

et AS^j*.sin «.Ax. 

Déyeloppant la première de ces deux expressions par le 
n^ 1 7, et raisonnant alors de la mèàne manière que ci-dessus , 
on obtient 

* < 



8.. 
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Sur les Équations des courbes rapportées aux coordonnées 

polaires, 

56. Dans Fapplicalîon du calcul différentiel à la Géomé- 
trie, nous n'ayons, jusqu'ici, rapporté les courbes qu'aux 
coordonnées recUngles et obliques; il nous reste encore à 
dire le plus essentiel sur le système des coordonnées po- 
laires, dont on fait un fréquent usage. Dans ce système le 
rayon vecteur (radius vecior) , tiré d'un point fixe, nommé 
\ep6le, aux différens points de la courbe, et l'angle (ou 
une fonction dépendante de cet angle) entre le rayon yec- 
teur et une droite déterminée , tiennent lieu des deux va- 
riables dans l'équation de la courbe. 

Nous rappellerons au lecteur, en peu dé mots, pour 
donner un exemple , le procédé par oi Von pourra passer 
de l'équation de l'ellipse rapportée au centre et à ses axes. 

à celle en coordonnées polaires. En regardant le foyer 
comme le pôle, et la ligne menée de là à la courbe comme 
le rayon vecteur , que nous désigneront par n; notant de plus 
l'angle entre le rayon vecteur et l'axe dfes ar par i, il faudra 
substituer successivement dans l'équation ci-dessus, les va- 
leurs suivantes , 
<;»=a* — ft*, x-s^x'—c, ^ssM.sinl, ar'ssstt.cosf; 

on obtient par là 

«•«»= (c, M. cos < + *•)•• 

En prenant de celte équation la racine quarrée, on obser- 
vera que le double signe se rapporte à la position opposée du 
rayon vecteur u des deux côtés de l'axe des x; en se servant 
seulement du signe positif, on parvient enfin à Péquation 
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pokiire de l'ellipse 

_ b^ 

"^11— c.cosi* 

X 

On pourra y vice versa, passer de cette équation polaire à 
celle en coordonnées rectangles , parle moyen de la substi- 
tution des valeurs 



lf = (x'»+^)* et cos/asa- 



Exprimons maintenant les difiërentielles de l'arc et de l'aire 
d'one courbe par les coordonnées polaires. 

Quant à la diiFérentielle de l'arc, il nest besoin que de 
substituer dans l'expression 

d^=(dx* + dj")^ (n*a6), 

qui donne cette même différentielle en coordonnées rec- 
tangles, u.cos t au lieu deo:, et u.sin t au lieu àejr^ donc 
(n^27), cos t.du — u.sinl.d/ au lieu dedx, et sin/.du 
-4-i<«co$i.diau lieu de dj*. £n effiet, ^i l'on effectue cette subs- 
titution , qui ne présente aucune difficulté, on obtient^ 
après les réductions nécessaires y pour la différentielle de 
l'arc d'une courbe en coordonnées polaires, l'expression sui- 
Tante , 

d^ = (dK» + tt*.dO' . 

■ 

Quant à la différentielle de l'aire, comprise entre deux 
rayons vecteurs, soit (fig. i5) dans la courbe KN, exprimée 
par des coordonnées polaires, l'angle NOK = / , donc l'angle 
N'OK = <+ Ai; soit de plus l'aire NOK t=: S, donc l'aire 
N'OK=S + aS ; on aura donc Tangle N'ON=A/, etl'ail-e 
N'ON =: aS. Qu'on mène de O cleux arcs de cercle NQ et 
N'Q' avec les rayons ON et ON'. Soit ON = n, donc 
ON' ^•^U'^^ùu^eX, QN' := Au. On voit aisément que aS est 
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compris entre les deux sectears de cercle ONQ et ON'Q' , 
qui ont pour mesure 

U'A/ (il +• All)*.At 

et ^ ' : 

a a 

donc, en divisant par M et mettant, d'après le n* 17, 

du^ . d*« ùe ^ 
dt d<* i.a 



et 



A/ ^* a d/ \ d/* d«v i.a 

de là , d'après le n* a4 , 

d/ a a 

c'est-à- dire que la difitérentielle de l'aire comprise entre les 
rajons Tecteurs d'une courbe rapportée âux ooor<btiaées 
polaires, est égale à la moitié du quarré du rayon Tecteur 
multiplié par la différentielle de l'angle. 

On parvient sans difficulté à l'expression du rayon de 
courbure en coordonnées polaires *, il n'est besoin que de 
mettre dans son expression en coordonnées rectangulaires 
(n** Si), u cos <au lien de x, et u.sin f au lieu dej". 

Le lecteur pourra s'exercer sur les problèmes suivans. 

Problème i . Dans un cercle , dont le diamètre €F =3 a 
(fîg. 1 5) . soit menée du sommet G , sous un angle variable 
ËCF = f , la corde CE , prolongée de part et diantre, en 
sorte qu'on ait ED =EB égale à une longueur donnée tis. 
Dans cpcielle courbe se trouveront les points D et B? ~ 

Soit CD=:js^, BCsrs*"; on a, par les condrtî<!m8 don- 
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nées , 

DéfiîgDant, de plus, par z le rayon yeotenr''eQ général , 
dont les deux valeurs, pour une valeur particulière de 
l'angle tf sont z' et z" ^ on aura 

(J8 /).. (z — JZ*) = O. 

De là résulte l'équation polaire clierchée , 

jE = 7» ±: â . cos /. 

Il faut bien observer que dans les deux parties de z^ 
savoir / et z", on n'a pas considéré leur position opposée, 
mais seulement levir valeur absolue , c'est-à-dire leur lon- 
gueur, {y oyez n* aS.) 

Gomment pourra-t-on exprimer cette équation en coor^ 
données rectangulaires? 

Si 771 = a, la courbe prend, à cause de sa figure , le nom 
de cardioide; elle est représentée (fîg. i5) par HDG. 

En dévelop*pant , dans l'équation en coordonnées rec- 

àr 
tangles , -j- ^=^p 7 et égalant à zéro , dans cette expression , 

successivement le numérateur et le dénominateur, cbacun 
en particulier, on sera en état d'examiner plus exactement 
la figure de la courbe. 

Il y a en C un point de rebrdusseraent , où la tangente 
est l'axe même des abscisses. 

Les différentielles de l'arc et de l'aire sont pour la car- 
dioïde, en coordonnées polaires, 

(2a)*.dz zt.ôz 
-^ et y 

(aa— z)* 2{2az — z^)* 

Problème 2. Sur le rayon d'un cercle, un point, à par- 

- \ 
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tir du centre , se meut vers la circonférence , et il y ar- 
rive quand le rayon, qui se tourne en même tejnps et 
uniformément autour du centre , sera arrivé à sa pre- 
mière position. Quelle sera la courbe décrite par ce point? 

La courbe s'appelle la spirale d'jlrchîmhde, et elle con- 
siste en tours continuels autour du centre du cercle. 

Le centre du cercle étant supposé le pôle^ et le rayon 
= I , la courbe aura pour équation 



II 



2ar 
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5"]. Le calcul intégral s'occupe de la recherche de la 
fonction primitive qui répond à une difiPérentielle propo- 
sée. Une telle fonction primitive s'appelle intégraJe ( œqua^ 
tio intégra) ; elle se désigne par la lettre /^ que l'on met de- 
Tant la différentielle , de manière que si , par exemple ^ X 
est nne fonction de x , et Xd j? la différentielle proposée , 
l'intégrale correspondante se note par fXdx. Le signe f, 
comme l'initiale du mot somme , a le même rapport au 
signe S que d et A ont entre eux , en sorte que / répoi\d 
à d, et S à à; on a, d'aprës cela, Xàjr-jzzj- etfàjT'^jr, 

Gomme nous n'avons cherché dans le calcul différentiel , 
jusqu'ici , que la différentielle des fonctions primitives de 
la forme j'==:X, où X renferme seulement x comme quan- 
tité Tariable (n® 4) 9 nous ne nous occuperons , dans ce qui 
suit, que de l'intégration des différentielles de la forme 
(^=Xd:ri oh aussi X ne contient que x comme variable. 

Voici encore quelques propositions concernant le calcul 
intégral en général. . . 

Nous avons vu (n^ 8] que toutes les fonctions primitives 
qui ne diffèrent entre elles que sous le rapport de la partie 
constante ont la même différentielle ; il faut donc ajouter 
à l'intégrale trouvée une quantité constante {constante ar-- 
bitraire) , qui se désigne ordinairement par C ( constans), 
U intégrale complète de Ajr = Xdjc sera donc 

j- == /Xdx + C. 

Cette intégrale complète renferme donc infiniment de 



laa CALCUL IirrÉGBAL. 

fonctions primitÎTes qui toutes donnent U difTéreniîelleXdx; 
Nous savons, de plus, par le calcul différentiel (8) , 
qu'on a 

d.(tt + v + . . .) = du -f d<^+. . . . , 

oh i/y Wy • • . . sont des fonctions de x ; nous en concluons 
avec raison ' . . 

c'est-à-dire que Fintégrale d'une somme de dtffisrcntîelles 
est égale à la somme des intégrales de chacune des différen*» 
tielles en particulier. Dans ce cas, il suffit d'ajouter à 
la somme entier des intégrales une seule constante , ce 
qui revient au même d'ajouter à chaque intégrale une cons-- 
tante particulière. 

On tire de d (a^u) sssâ.du (ii) , où a est constant et 
V une fonction de x , 

fa.dussaafduzzLa.Uj 

e'est-à-dire que le facteur constant de la différentielle 
peut être regarde comme le facteur de l'intégrale* 

Intégration des différentielles rationnelles, «ntières et 

fr£ictionnair0s. 

58. Pour traiter le calcul intégral dans le même ordre 
^at nous aTons suivi dans le calcul différentiel , nons par- 
lerons d'abord désintégration des différentielles rationnelles 
et entières. 

Ded.ar»=7u:«-'dar(i2), d'où i d.x» = x«r'djc, il 

n ' 



résulte 

fx'-'ix =/^ + C = (a» 57) Ç + C, 

c'est"i-à-dire qu'on intègre la diSërentielle x'^âx , oii m est 
vu nombre eoiier^ ei^ augmentant l'exposant (Fsne unité 
et en divisant par |e nouvel exposant et par dx. 

L'exposant m, dans la différentielle x'"da:, peut aussi 
èlre négatif; on a ainsi 

^^ ' :z: + C. (rqrez v?i3.) 



/dx_ 



x^ (i — m)a:' 
D'après cela , et d'après le numéro précédent, on a , de plns^ 

/(x"-'dx 4. x«"-'dx) = (57) fx—'dx + fx^-'ix 



= -H hC. 

n m 



On a encore 



, /aa?»-'da: =s aJa^-'Ax K 67) = - ar» + C. 

Soit i intégrer /(ax + ^)"'dx. 

En développant, d'après le thécHrèvie dubinoipet l'exp* 
pression {ax + &)"*, il faut multiplier chaque terme par dx, 
et intégrer ensuite chaque différentielle en particulier. On 
réduira^ de cette manière, l'intégration proposée à celle de 
l'expression fax^àx , traitée ci^essus. 

Soit, pour exemple, /(ax-^ bydx\ on obtient aisément 
pour cela, d'après cette niéthode , 

^x^ + abx* + ft*x + C. 

ff 

On pourrait parvenir 6ar-Ie-champ à l'intégrale 

f{ax -f- by^dx y en p4|8ant aj: + ^ = « , d'où 



♦^ 
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« — ^ ' , di 

X = et dx as — . 

a a 

L'intégrale proposée déviant par \k 



f 



a a(m -+• i) a{Tn -f- 1) 



On propose d'appliquer le déyeloppement par le moyen 
du théorème du binôme, à l'intégrale /(or* -f- by^dx. 
Soit, pour exemple, /(ûx' + ô)*dx. On a 

f{ax^^bYdx zzzfa^a^dx + f%abx^dx + JVdx =r — 

+ îf* x^ + ft*a: + C. 
4 

59. Qaant aux différentielles rationnelles et fraction- 
naires , elles sont de la forme - do? • oii u et i' sont de la 

forme a + éx 4- c^* +• • • 

Nous observons d'abord que l'exposant le plus éleré 
de X en u peut être supposé en général au moins moindre 
d'une unité que celui de x en v , parce qu'au cas conti*aire 

une simple division pourra changer Texpression - en... 

r -} — 7 y où r est une fonction entière et où l'exposant le 

plus élevé de x en u' est au moins moindre d'une unité que 
celui en /. C'est ainsi, par exemple, que la fraction 

X* + ^ "" ^^ + 3 
se change, par la division, en 

X*+ 1 



t. 
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U 

Poar iaté^rer maiuteDant - do? , ou i» renferme une d\* 

mension plus élerée de x que u , il faut décomposer - en 

Jractions partielles^ en s^servant d'un procédé qui se fonde 

sur la détermination des coefBciens indéterminés, et que 

nous rappellerons au lecteur par quelques considérations. 

(i). Si (^ ne renferme que des facteurs simples, réels, 

tous inégaux entre eux , on aura 

^ îf = .A-.+ J?L + 

où les quantités constantes A, B,... se pourront Ak* 

terminer par la méthode des coefficiens indétermSn^. 

Pu 
L'intégrale proposée / -dr ^e réduira, dans ce cas, à 



/ 



ix. 



or-f-a 



(3). Si V est composé entièrement, ou en partie, de fac* 
teurs égaux entre eux, de la forme {x + <>)"i on mettra 

« A_ _B . M W 



etPon aura à intégrer, dans ce cas, 

l^i^r' ***"~'* J^^' 

(3). Si V est composé eiitièrement, ou en partie, de fac- 
teurs réels, du second degré et inégaux entre eux, de la 
foi^me x^ + a% on aura 



Il Ax + B C 

(«' +«■){* H- «') ~ *'-+- «'*'"* + « 



'» 
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OU 



et l'intégrale proposée se rédlii»a> dans ce cas, à 



(4). Enfin, si v est composé entièrement, cm en partie, de 
facteurs da second degré, réels et égaux entre eux , on aura 

u A x + B Cjc + D 

(:c» + a*)» . (x + a') ~ (x* + «*)• "^ (x» + a*)»-* "*"* * ' 

I Mx + N O 

^ x'-t-a* "^x+7' 

et l'intégrale proposée se réduit, dans ce cas, à 

AA£±J^d. et f-A^é.. 
J {x^' + ay Jx+i/ 

Ainsi, en général, on n'aura, pour l'intégration de la 

différentielle rationnelle et fractionnaire ~ dx , qu'à cher- 
cher les quatre int^rales suiTantes : 

que nous allons considérer maintenant dé plus près. 

dx /'dx 

60. On conclut dçd.logx= — (19) que / — = logx, 

X J X , 

et de même , que 

/■» ^^ /* A 

^-^=log (x+a) , donc j ^^dx =(57)A.li)g(«+<i)+C. 

Quant il la leeonde intégrale, on mettra x^^ assz. 



û^oh àx=s:âz'^ il vient par là 

Quant à la troisième intégrale , on a (67) 

«n mettant Anus j-^-ç-Jx, x'+a'asz, d'où... 

xAx = — , il Tiendra 
a 

Il vient, de plu3^ 

àx 
C Bdar TB T ^ ~ B / jt\ 

On aura donc 

^qûj. d** 2 108 (*•+«•) + -.arc (UDg as f) + c. 

Enfin, la quatrième intégrale se décompose dans les 
deux suivantes : 

r Ax . , r B 

En mettant a:' + ^ «as » , d'où Ton tire xdar 1= -- 

a ' 
on aura 

f ^ âx=r^ ^'~ -^ JL4.C 

-A I ■ - 



2(n— 1) (Jc'^+a*)' 
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Mais quant à l'intégrale / t- ^ ^>; dx, on mettra 

/ djf Mx ^ / " dx 

(x» + ««')« ~ (x» + a»)"-' "*" J (i--f-a'')»-*' 

En différenciaojt cette équation, réduisant le tout au même 
dénominateur, divisant par dx, et égalant entre elles les 
quantités constantes ainsi que lés coefficiens de x* dans les 
deux membres de l'équatioù^ on obtiendra 



2(71 — i)a»' 2(/i — \)a^ ' 

on aura donc 



/( 



B , B 

dx=: 



(x*4-a-)- 2(n— i)a*'(x*4-û»)— • 

B(2w— 3) r dx 

on diminuera par cette formule l'exposant du dénomina* 
teur d^une unité^ et l'intégrale se réduira enfin à 

comme nous avons montré précédemment. 

6i. Exemple i. Pour l'application de la méthode pour 
intégrer une difiérentielle rationnelle et fractionnaire, soit 
proposé 

{x*+ I +x)dx 



7(2^ 



(x*4.0Sx-.(x+i)- 

Qu'on pose, d'après le n** Sg, 

x^-l-i-f X . _Ax + B Cx + D E , F ^ 
{x»+i)\x* (x+i) (x'+i)*"^ ar*+i '*"x»"''x"^x-f-i 
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en réduisant tout au même dénominateur, et égalant entre 
eux les coeffîciens des mêmes puissances de x dans les deux 
membres de l'équation , on obtiendra 

I I ^ 1 -^ 3 _, _ 1 

A=--. 8=—, C=-^, D=— |, E=i , Fi*o , G=^. 

On a donc 
r {x^+i+x)Ax __ 1 r{x+i)Ax 1 r^+3)d£ ^ 

D'aprës ce que nous ayons exposé dans le n® 60, sur eei 
quatre intégrales, on a d'abord 

I f*{x+\)Ax i r xAx \ r Ax 

en mettant 

on trouvera 

I r xAx I PAz 1 I 

"ij {x^+Ty^~jJ '7~Jz~^(x*+iy 

On mettra > de plus , 

J (ar» + !)• — a:*+i ^ J a- + 1 ' 

en différenciant et réduisant tout au même dénominateur , 

on obtient Â = B = - : donc, on trouvera 

2 

9 



l3.0 i^àUSOh i«TÉ0)l4]L» 






On a, par conséquent, 






La seconde imt^vafe ""j/ ^ — rx^ — ®^ 

1 /'arda: 3 T d:?: ^ / . i x 3 ,^ . 

La troisième intégrale l -^ est =» -^ - . 

1 /^ dbc 1 

La qnatM%tne intégrale -?. / -jTJ est=^ t: Bag. (a? -^ l) . 



On aura donc 



(x*+i+x)dx I — X . . 



"^I I 



« 

/Ta?' — ^' i^dar 
-——-•—. Il faut décomposer la frac- 
a: -fr 2 

tion, d'après le n? Sg, en une fonction entière , et une 

autre fraction dans laquelle la dimensikvi du numérateur 

soit moindre que celle du dénominateur.^ 

Exemple IIL / ._ J^ ^ L'équation du troi- 

çièm»; dfigiié: au^ <i^iam«f(ettr> a k racine rédige^ -f* 2*. 



De tJnêégmtiân des dijffërentieUes irfmiaftnelk$, 

62; Les différentielles irrationnelles se peuvent aisémeat 
intégrer, d'après le n" 12, si le radical ne renferme qu'une 
seule quantité (^cféSt-à^dire Sr'il est un inorwme)'^ car nous 

m m 

— m ' 

avons yu que d .ar^ss — x ^ dx^ où m et n désignent 

des nombres entiers. On a^, par canséqulmt, 

m m 

d x'* "■ — ^ /* — -1 x'^ 

-^ =a:'» àxi donc far'* d«= f- G: 

m ^ J m ' * 

n n 

c'est-à-dire que pour intégrer un monôme irrationnel > il 
faut augmenter Pexposant d'une unité , et diviser par ce 
nouvel exposant et par dx. 
On a , par les mêmes raisons , 



f' 



m 

» dx = — ï l-C. 

m 



n 



/- ai 

ax* darcs^œr^+C. 

Exemple JL J -j^^ = — aa.—^ + C. 

*^ aï* a:» 

Lorsque le radical consisté en deux termes, otl quMtest 
un binôme, on peut changer souTAit, au moyen d'une 
substitution conveoable, ladtfierentielk irrationnelle en une 
différentielle rationnelle. 

Exammons, par exemple ^ léâ^cas oi> la différentielle. • . 



-a^ CALCUL irmÊGRAX. 

P 

x«-'dar(a4-Air»)'', rn,n,p,q, éUnt des nombres en- 
tiers, deviendra rationnelle. En mettant a + ba^z^z^^y 

TU 



m 



on obtient au Heu de la différentielle proposée, 

qui devient rationnelle, comme on le voit clairement, si 
— est un nombre entier. 
Mais si Ton met dans la différentielle proposée , 



d'où 



1 



a «" 
a:» 5=— r, ^x=. r, 

on obtient , au lieu de la différentielle proposée, 



— û'* ^.y.gP-^^-'dz 



nizi^b)" ^ 



ïîi+^ + T ' 
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âifiPéreiitielle rationnelle , si - 4- ^ est un nombre en- 

q ^ n 

tier. 

On en conclura que la différentielle a:""'Ma:(a+^J^)^ 

deyientrationnelle> si — ou— 4-'^ sont des nombres 

n n ' q 

entiers. 

P 
Exemple I. Soit à int%rer a:"-'(a + bx^)^ dx, L'in- 
tëgrale est 



(E + .yn, 

1 

Exemple JL x^àx{a + bx^^ .. 

Nous nous occuperons encore de quelques différentielles 
irrationnelles qui sont composées de radicaux binômes y et 
nous indiquerons la substitution par laquelle elles peuvent 
derenir rationnelles. 

m 

(a + bx\^ 
-;-— p— J , où X est une 

CL "4~ bx 
fonction rationnelle àex, on mettra , , ,. = ^. 

a ^ X 

De plus, dans la différentielle 

Xd:c 



m m ' 



(a + ôxi" — (a + 6ar) "' 
eu X est une fonction rationnelle de a: , on mettra 



/!«' 



a'^bx^zz '»'»*' 
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Émeapk IIL i 


x*dx 




Exemple IV. 


-^(rê^'- 


Exemple V* 


xix{i +ax)'. 


Exemple Vl. 


^dx 


Exemple FJf. 


xi9s 

1 • 



(l-X»)« 



G)nsidéron8 maintenant l'intégration de quelcjaes formes 
particulières des différentielles Irrationnelles. 

Intégration 4c9 diff!irentieUe$ 

Xdx Xdx 

et ■ 



(a -+» ô* -f- ca^Y (a + ôa: — cx'^)^ 

63. Pour rendre rati<^mielle la différentielle. 
Xd^ 



faut mettre 



-^, où 1^ ^ finie foQOtioa ratÎMMUç de «, îi 



et éleyer au quarré tes deux membres de cette équaâon ; OO' 
obtient par là 



x\ 



a — jb' 



2y/c,a — b' 
Il en résulte 



•t 

(a+bx+ car»)» = ]/c.x+z = 1^^-^* + flj/c— ^z 

2yc.g*^b 

Il est aisé de voir que la diflFérentîelle proposée devient par 
là rationnelle. 

Exefkple 1. Soit X =: i; la tliflG§rentielIe proposée sera 
donc 



dx 



TV 



^ 



(a+bx + cx*y 
Par la substitution oi-dessus indiquée, on obtient 

— adz 
arYa.z — y 

L'intégrale en est (60) 

é I I II 

^^ ^"^ aJ' ^~'> *=o^ c==i. 

On obtient 



So^eihpk ÏI% Soit /** ti.> Y^ , ,. 



2Z 3^* » ^ ' ' oz 

et Pintégrale devient par Ik 
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-/l^=<-«9)-i/-jiî-l/-^=-i..S(.+* 

+ i log (1-*) = log (i=^ . 

On obtient ainsi, puisque « = (i + sc^y — *> pour l'in- 
t^rale cherchée 



] 



+ C. 



Exemple III. p ^ ^ oà X=a:, a=i, ^=0, c=rï . 



On obtient pour l'intégrale 

on, puisque js s= (i -f- ^*)* — ^> 

On paryient plus aisément à l'intégrale, en mettant dan» 
la di£Féreiltielle proposée i + a:*= z?. ( F'ojrez n'6ft.) 

Le lecteur pourra encore s'exercer sur les exemples sui- 
yans. 

i 1 . On parvient plus faci- 

lement que par la substitution prescrite ci-dessus, à l'inté- 
grale, en mettamt ( i + ^')* = ^^ (62). 

Exemple V. fxdx{i + a:')* . On opérera le plus com- 
modément , en mettant i +x**=:: Zr^ (62). 
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/• ^X * I 

64. Considérons maintenant la différentielle 

Xdo: 



7 > 

(a^bx — ex*)* 



qui ne diffère de celle que nous a^ons traitée dans le nu- 
méro précédent I que par le signe négatifdec. Mettant ^ 
dans ce cas, tout conformément à la règle du n® 63 , 






{a + bx — ex*)* = X. \/ — c 4- z, 

on obtiendra 

dx — 2dz 

(a + 6jf — ex*) 

par oh la différentielle proposée devient rationnelle. 
Soit d'abord X s= i ; l'intégrale proposée devient par là 

/* dx f* — 2djs {/ — ï 

(a+6x— ex*)' 

1/ — I -i 

i ^^ / — log[2(a4"^^ — ex*)*. {/ — C+2CX — 6], 

ou , en faisant x :=: u + — , 

2C * ' 



l — - 



+ C; 
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en mettant tci * , =cos<, et a)oiit»at ta partie 

inrariable k la oonstante arbitraire , H rient 

^'^^ log(cosi+ \/—i sînO + C, 



où 



siarc f cofs» 



(4ttcH.»r 



f srarc { cos=: -j ] siarc f 

V <4ac+*0V \ 

M&ia en substituant x = u -I innnédiatement dans 

l'intégrale proposée, on obtient 

/]* dw /^ du 

^y/cd M I 2cdu 

(2o) rr^arc f sin = , 

^ \ (^•+4«^r 



qui est aussi l'intégrale cbercbée. 

Ainsi nous aTons obtenu, pour la différentielle proposée, 
deux intégrales , dont la première renferme un logarithme 
imaginaire, et la dernière un arc de cercle réel. 

Remarque. On pourra exprimer la dernière intégrale 
que nous avons trouyée, en y mettant t an lîéu de l'arc ^. 
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ausd par 

^< + C, 

{/ c 

et en comparant maintenant les deux intégrales trouvées, 
on a 

^.<= i— i log (eof 1 4- 1/ — i.sinl) + C, 

où G^ représente la quantité constante» qui est composée 
des constantes Arbitraires des deux intégrales. 

En faisant C =: — T ' toem, «t diyisanlt les deux 

membres de l'équation par v/-^i><Mi obtiendra 

, ., j /cosl4- l/— ï.sin<\ 

«V-.«l0g( 5JJ ).. 

faisant maintenant f:so, il rient mssi, d'oii G^=so» 
L'équation ci-dessus se cbange donc en 

^ V/— I = log(cosf + V — * •^^'^ 0- 
Or y nous ayons prouvé , dans le n® 33 , que 
^xv^— I -—cQSjp^ 1^ — i.sinjT. 

On voit donc par là^^ue de e* ^^J") lorsque x et j^ sont 
imaginaires , on tire z = log j* , et que de même , récipro- 
quement^ de 2 = log J'y on tire e* =3 j". De \k il s'ensuit 
que pour njj=n.logj' = logj* (33), on a e"*=j*, et 
parce que , d'après ce qui précède ^ j*" = (e*)", on aura- 

/^ a* 
Exemple /. Soit )i intégrer / j , où X= >* 
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a = i, 6 = 0, c^i. On obtient , cFaprës ce qui préf- 
cède, les deux intégrales 

V/— i.log[a:+t/— i.Ci^a:')*], 
et 

— arc (cos = x) = arc (sin = x) , 
dont la dernière s'accorde atec le n® 28. 

Exemple IL f ^ ;, oii X = ^, a=i , à=o, 

c= I. A Paide de la substitution indiquée au commen* 
cernent de ce numéro, savoir de x\/ — i +;5 au lieu 

de (ï — a:*)*, on obtient 

= _ log k.+(.-^r].[^v^-i-(;-^')^] | 

=-,o,{l±(1ii|>!.v'=;] + c, 

OU; en comprenant -—log. v/— 1 dans La constante arbi^ 
traire y 

=_,.,[i±(^J+c. 

Exemple II L On opérera de la même manière sur Tin* 
tégrale / p. On obtient —z ;; ;t. En re- 

J x^(i^xr v^-i(i-z) 

mettant , au lien de z, sa valeur en or^ et multipliant le 
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m 

Bumérateur et le dénominateur par x — ^/— i .(i;— x')* , 
on trouve 



ar— i/— i(i — a:*)* i (i— a:*)* 

arj/— I 1/— I a: ' 

en comprenant . ■ dans la constante arbitraire, on par- 
vient enfin à l'intégrale cherchée 



^i^=:^' + c. 



■/ 



Exemple IF. I ; . On opérera le plus corn- 

modément^ en mettant (i — x/^)^=sx,z. {Fojrezn^B^,) 

Remarque, Le lecteur s'exercera encore sur les exemples 
suîvans. 

/^ dx 

Exemple V* / nr- Après avoir divisé le numé- 



/: 



rateur et le dénominateur de la différentielle par a, on 
pourra procéder d'aprës Pexemple I. 

Les exemples suîvans montrent qu'il faut transformer 
certaines différentielles , pour que leur intégrale se fasse 
trouver par la méthode que nous avons donnée dans ce 
numéro et le précédent. 



/ô 



^s avoir mul- 



tiplié le numérateur et le dénominateur par. . • 

I - 

(i+j:)*-(-(i — a:)*, on suivra le procédé des n** §7, 63 

et 64. {Cùmparez n® 62.) 



i4s <iMum imnififtàL. 

/^ dx 

Exempie VI I> I ' ; ' — ;«On maltipliera 

le numérateur et le dénominateur par (i+^*)*-Hï — ^)*. 
Pour la continuation de l'opération, on comparera n** 63, 
exemple IV, et n® 64, exemple IV. 

Jntàgratim de lœ d^rorOielU x'^^^Aàitk-^^bafy. 

65. Nous ayons considéré, dans le n* 62, deux cas, ok 
la différentielle a:*""'da:(« -}- Ax*/, m et n désignant des 
nombres entiers quelconques^, et p une fraction , se peut 
rendre rationnelle et par conséquent int^rable, d*aprës 
ce qui précède. Tâchons maintenant de panrenir à l'inté- 
gratioa générala da la. différenfâeUe proposée, oit l'on peut 
suppo^r , sans en diminuer la généralité , que p seul soit 
un sombre; fractiocmairé; mais m et « des nombres en- 
tiers; oav li Vonvftratiy par exemple, la différentielle 

i 1. 

on n'aurait qu'à mettre x^:â. On obtiendrait par fi 

fe'd2(a4-*«^, 

et m et n.. seroiit «însi des nombres entiers. 
D'abord; iL £aiut se «appeler, du calcul différentiel, que 

d . MC = Md'f + ^^^ y 

d'où il résulte 

M . f = /wdf + /f dw , 
ou 

/wdf =: Mt; — fvAu. 

Cest par cette formule qu'une intégrale proposée se 
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iéûmvfMB ea état parties , dont la proaiîëre «at une fooe- 
tien priaiîU¥e,et ksoconde miemtégraley qui s'ebtiendta, 
dans certains cas , ph» aisément qae la proposée* À cause 
de kb déeompoaitiott d^cme int^rale en deux parties, cette 
méthode d'intégrer s'appelle intégration par parties. Nons 
Pappliquei*ons sar-le*champ à notre di£Pérentielle proposée. 
Obseryons d'abord que cette différentielle peut se mettre 
sous la forme suirante : 

or*'"» . a:»-'dar(a + bx»)P ; 

faisant alors 

ar^^raii et x^^ixim + bx^y ^ di^ , 

d où (n* fe^ exemple I ) 

(a + *ar")P+» 



V, 



on obtient > ^aprës'b formule 

fudyssiUifssififiUf 

(en mettant, pour abré||er , X au. lie» de a -f« iur") , 

ar^—X^^ ^(m — n)/ar*'-*-'dxX^' 

Or, on a 

fx'^'^-'dxKJ^' = faf-^-'dxXP .'X 
= afx^-'^-'dxXP + bfx^-'dxXP ; 

ajoutant cette derniètfe intégrale à la correspondante , 
dans la formule précédente, on obtient 



(A)..../x'"-'dxX'' 



b{pn + m) 
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On ramène y de cette manière, l'exposant dans Tiatégrale, 
hors de la parenthèse^ de ni— i à m — n — i, et en 
continuant cette opération , à m — an — i , eta 

Pour diminuer l'exposant de 1a parenthèse, on obser- 
yera qu'on a 

et que la formule (A) , en y changeant m en m+n^ et 
p en p — I , donne 

h {pn -|- m) 
En réuni$satot ces deux formules , on trouve 

^ '' pn + m 

Il sera bon de montrer, dans un exemple, comment il 
faut appliquer successivement les formules (A) et (B) , pour 
parvenir à une intégrale proposée. Soit à intégrer 

fx^dxX^ , où X = a + àx\ 
On a successivement, d'après la formule (A), 

fx^dxX'' = -^ X*— ^fx^dxX^ , 
fx^dxX' = gg X»- g/^M^X» , 
/:r^d^X*=^X^-^/d:i:x'; 
d'après ta formule (B) , on a saccessivement 

/dxX" = 7 X' + ^ /dxX' , 



or, on a, d>|)rà8 le «f 68, «xeibplé I, 



/ 



à3b , i i i 



^u (en comprenant -—jlog 2 V/i& dans la conétsÉnfé' âf^ 
l>itraire ) 

- ^pb^<^^^ Vb.^) + c. 

En substituant cette expression dans la dernière formule, 
puis la Valeur trôuTée dans la précédente , et ainsi de 
suite, oa <^tieiAienfiB, pour yîalégtalfr c&erebée, 

fz-dxx _ j^x -^x +5;:^^^ -îe:^»^ 

Si, dotts la dilfiérentîelle prof^osfe^ tt et j^ étaient né^ 
gatifâ^ les formule^ (A) et (B) augmenteraient leé eipo- 
sans, au lieu de les diminuer. Dans ce cas, on opérera de 
Ta manière suivante : on tire de ^A) 



/x-«-.dxX. = ^-X^ - Hm + np)r:^'ixXP . 

a{m — n) » 

en y substituant m + n au lieu de m, il vient 

« 

mm 
De même, on tire de (B) 



xo 
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en y mettant p + i au lieu de p , îl vient 

Pour appliquer les formules (G) et (D), on propose 
d'intégrer 

On ramènera cette intégrale, par la formule (G) , suc- 
cessiyemeht à celles-ci : 

-1 -2 

fx-^eix(a.+ bx^) *, /da:(a+*j:*) % 

«t pour k dernière intégrale, la formule (D) donne 

x{a + bx"")"^ 
a 

i 

£n rassemblant les résultats trouvés , on trouvera 

Le lecteur fera bien de s'exercer encore sur Tintégra- 
tion de la formule 



/ 



x^dx 



(I— x'r' 

où il mettra pour n successivement tous les nombres 
entiers y tant . positifii que négatifs , zéro j compris. Les 
diverses intégrales qui en résultent se ramèneront , par 
les formules (À) et (G) , aux trois suivantes : 

/"• âx 
' 1 = arc (sin = a:) + G (vqxez n*» 64) , 



(I— ^') 



M» 



/- 
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Remarque. Lorsque, dans les formHles (A), (B), (Q 
(D), le dénominateur s'éyanouit, et que la valeur de' l'in- 
tégrale devient par là infinie, la différentielle proposée est 
un monomè , ou un binôme irrationnel , mais intégraWe 
par le mojen des substitutions indiquées n*> 62! 

_ , . s 

Exemple. fx'^^dxÇi+x*)*. 

66. Il est quelquefois possible de ramener la différentielle 

^•"-'d J:(a + àx'' + car*»)/», 

où m et 71 sont des nombres entiers et p une fraction 
à une série finie de diÎBPérentieUes irrationnelles binômes 
de la forme considérée au numéro précédent. En mettant, 

pour cet effet , ^ = z ^ A , on ramènera, sans peine , 
la quantité a+bx^+ cx^n ^ ^ ^^^^^ ^. ^ ^.^ ^^ 
là la différentielle proposée, à celle-ci : 



m 



1 / *\i» 



Si ~ est un nombre entier, la différentielle proposée se 
ramène, d'après ce qui a été dit ci-dessus, à . la forme 

Èa^dz(a + czy. 

Exemple. Soit proposé fdx(a + 6^ -f- car*)'*. 

10., 



Mettant icj x ;;^ ;i(.-r- -r- ^ Pîii|égra)f le traiu£dnne en 

S. 



/K*"'^'*"*'')- 



€ette intégrale se ramène^ par la formule (B) da numéro 
préBédent, k Fînt^rale 

Ax 



II 



•WHVii«>^B|F^«waaB^w<*>aMM - 



qne nous ayons traitée n^ 63. 
Traitons maintenant la différentielle 

que nous écrirons, pour abréger, 



d'i^prH U {(rx«dei d'io^^in^iQH d^ a p fJ iq « rf ft<» »'' 65, 
fuAv = uv — fvàu. En mettant ;c*""'dar = àv et X' = w, 
il Tient 

nL m* 



/or— MxX? = ^ XP ^ £/ar- , X'^'dX. 
Or , on a 



/r«-» da:X« « afx!r''dxXP'-* + ^|/i!*^"-»darX'^' 

En sa})8li};uaBt ees valeurs dans l'équation précédeute> et 
déyeloppa^nt ensuit^ yàf*^*~'da:X'"S w obtksnt 

/ c(m + 2j?n) 

Mettant icL/^4^i «u4ièu dfe'/>j et Tir au Hqu de m -fl at»*, on 



troQTe enfin 

c(m 4- a/?/i) * 

Au moyen de cette fofiAulë, l'intéj^k/3r"~"dAX^ se rtt- 
mène aux intégfales 

fx}'^^^i£gf et y5t*-**-MitX^ 

dans lesquelles l'exposant hors de la parenthèse est derenu 
moindre de it et de 271. 

Aussi y pourrk-t-6n , ainsi C[lie dans le n® 65 , ramener Fin- 
tégrale proposée à d'autres intégrales oi l'exposant de la 
parenthèse est diminué. On obtiendra ainsi , pour l'intégrale 
proposée 9 quatre formules tout-à-fait analogues à celles 
que nous ayons déreloppées n^ 65. 

On ramènera de plus , par la même opération , l'intégrale 
/a:*-^*darXP, où X = a -f- bx" + co:*» -f- dx^ aux 
trois intégrales suirantes, 



De V Intégration par les séries, 

67. Nous a? onSi traité jusqu'ici des formules par lesquelles 
l'intégraljs de certaines différentielles irrationneUes se peut 
trouver sous une expression finie. Cependant , il j a beau- 
ooup de différentielles ifratiotmelles dont rintégrale ne s'ob- 
tient pas par les formules rapportées ^ mais seulement par le 
développenwntde la différentielle éta utae série infinie > doift 
on intègre chaque terme en particnlief. 

1 i 

Soit à intégrer par exemple» fx* (i — x^ydx. 

On a (16) 
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/ ,xï ' X"" X^ X^ 

^ '^ a 8 i6 

multipliant chaque terme par x^ dx , en obtiendra (67) 

cherchant l'intégrale de chaque difiërentielle séparément, 
d'après le n** 6a , oa trouTe enfin 

/•l 1 *â»7 liJ. lia 

3 7 4'*' o.iô 

où C représente la somme de toutes les constantes qu'il 
faut ajouter à chaque intégrale en particulier (57). 

On voit aisément que l'intégration par le moyen d'une 
série infinie n'est qu'une intégration approchée ; car on ne 
prend pour l'intégrale cherchée que quelques-uns des pre- 
miers termes de la série , supposé cependant que la série soit 
convergente. C'est le cas dans l'exemple précédent , si Ton 
prend pour x une fraction moindre que l'unité. '<» 

Le lecteur s'exercera sur les exemples suivans. 

I dx(i c'a:*)* 

- jSaremp/i? /.Soit à intégrer I — î^ -, — —-. Ondéve- 



fâx(i -^ e^x^y 



loppera d'abord (i — e'x*)* en série, et l'on intégrera eu- 

. i , . . . , ôx 
suite*, après avoir multiplié chaque terme par f r 

7 , traitée n" 65. Ordon- 

(I— ^r 

nant la série cherchée suivant les puissances de e , et dési^ 
gnant , pour abréger, arc(sin := x) par A , on trouvera 
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iSr 



: 



+ îr*[(7+5r)<-'^'— M''> ••+'■ 

Celte série sera conTergente lorsque e est une quantité, fôrf^^ 
petite. 

Exemple IL Soit à intégrer 



f — " 



(a-H*)' 



7- en série. 



Ou. déreloppera 

{a+xy 
Appliquons encore l'intégration par les séries à quel- 
ques différentielles dont Pintégrale s'obtient aussi sous une 
expression finie. 

P dx 
On trouye ainsi pour 1 — — , en déyeloppant. . . 



r -f-ar 



en série y 



*— — + y — J+----+C: 



Or j l'intégrale cherchée est aussi = log (i + x) (n^ 60). 
On a donc 

lo«(i 4-x)=ar |.«._fL + +c. 

234 

En mettant aux deux membres de l'équation :r = o , il 
Tient C == log 1 = 0. Il en résulte que 

log(i+ar) = a:— - + j — y +..., 
comme nous ayons trouyé au n^ 21. 



On injtégrera de la méiQie manière / rrr -^^ — ~ , f » dé- 



nere f rr- ~ 



Teloppant j- en série. En obserrant, ponr la dé- 

termination de k constante ^ q^ue dans le cas 0& x =s o, sin x 
•aif^i bi^ qyif ^ç (^u = ;^) «^éiFanoi^isçie^t , ço tPf^e iwr 
la série donnée pour arc (sin s= x) au n^ 3i . 

r djc 

On obtient de même ^ j|our / ■ -j,^ ^ H ^érw pour 

arc (tang sa jr) donné* au a* 3i. 

Le lecteur développera çf^ps ^i^Çulté ces 4ç9?^ f^i^ffesr 
sîons. 

^<f n^^f^Mfn des 4{ff4r^niieïfçA ^rçm^f^pnéUmm^ 

68. Parmi les différentielles transcendantes , considérons- 
tàbfi^i les différentielles expoifentielles et loganduniqnes. 

Premièrement y soit à intégrer fVa'àx, £u mettani 
ponr a* la' série déyeloppée n** 19, on auri| 

I ' 1 . 7 

Ainsi , lorsque ^ est une fonction algébrique de x y l'inté- 
grale transcendante proposée dépend de l'intégration des 
différeiitiçlles algébriques. 

Soit pour exemple, Psss^e". L'intégration de chaque 
terme de la série s'eifectupra aisément par le n° 58 : on aura 

série qui sera éyidemment convergente lorsque n est positif 
et ^ 1 , et en même temp£( ^ 5C ' * 
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Sak maiiiteiiiiit P ce -*, on aura 

X 

et 

on trouva 

/^.^,+,.^.<M +. .fiS|?ï+ . . . +c. 

Le lecteur s'exercera encore sur les exemples suîtmis. 

On peat aussi décomposer la différentielle proposée 
Pa^dx en deux facteurs a'dx et P. Comme on a (18) 

a* 
' log a 

il vient , au raojen de l'intégration par parties (65) , 

/Pfl*d^ ?;; rnri™ , Pa* — ar^ /a'dP. 
loga , loga ^ 

En mettant suooessÎTemQnt dP ^^ Qdsp , 4Q =^ B.dx , etc. , 
on aura 

loga (loga)* ^ ^(loga)» (!<««)*-' ^^"^'^ 

en sQrte que le deroiflr tomie est affeelé du signe positif si 
n ^t impair j>c^ (lu «igné négatif si n est pair. Cette Ibr^ 
mvfe es\ applicable lorsque P est «ae Mnction a l^ rt q ne 



I 
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rationnelle entière^ car V peut alors être constant; donc 

fVà'dx = yfa'àx = ^^' 



log a 
Si f par exemple^ P = x^, on a 

^ log oL log a ^ (log a)* (log a)« J ' 

Mais si , dans la différentielle proposée Fa'dx^ P est 
nne fonction algébrique rationnelle et fractionnaire > on dé- 
composera Va'àx dans les deux facteurs Pdj: et a*. Fai- 
sant ensuite successiTcment 

/Vax = Q, /Qdx = R, /Rdj: = S, etc. , 

on obtient 

/Pa'dassM'Q— log» . a*R+(loga)*a*S— ...±:(log a)»/Va'dx+C. 

Soit , par exemple , 

donc 

Vi*da: — - a^ a' log a 



/ki*da: 



(/i — I )a;""'* («-— I ) («— 2)a: 

(log g)»-' /;£dr ç 

(n — t)(n — 2,),.iJ X 

/u^dx 
, à laquelle se ramène la proposée, 

a été traitée ci-dessus. 

Pour intégrer la différentielle logarithmique Pda:(loga:)'', 
si 71 est on nombre entier et positif, et P une fonction algé- 
brique rationnelle et entière de a:, on mettra JVix = Q; 
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OD aura donc, par Pintégration par parties (65) , 

■ 

fVàx (logx)- = Q. (log X)' - n f^ (log x)-' } 
soit de plus 

on obtiendra ainsi 

/Pda:(log ar)'»=Q. (logx)» — /iR(logar)»-"* 

+ '*('* — ')S.(log a:)*""* — . . . 

Soit, par exemple , P = ar"*; 
On obtient 

/â:"dar(l<^a:)»=— — I (logi)»— — -(loga:)— 

n(n— i) 



(m+ 



;yi(logx)-»-...] + C. 



aura 



Si m = — I , cette série ne saurait plus servir ; mais on 

/djr 
— .(loga:)". 



dwC 
Faisant ici logx^z, d'où — = dz, 



on aura 



Si n est un nombre négatif ou fractionnaire , on ne peut 
faire usage de la série déycloppée ci-dessus. Pour avoir , 
dans ce cas , une série plus applicable , on se conduira de la 
manière suiyante. 

On décomposera la différentielle proposée Pda:(loga:)"* 



tS6 cftucDL nraéeiux*. 

dans les deux foctears Px et — (Jog x)*". dont le dernier 

X 

. pour înlégrde -— =1^^:.,; 
on a alors 

J (loga:)» "■ (71— i) (loga:)»-» "^ h— 17 (log a:)»-»^^ ^^ ' 
faisant maintenant successÎTement 

i(?x) = qdx, d(Qaf)=Rda:,etc., 
on obtient 

/ * Vdx ^ —Vx Qx ^ 

Soit y par exemple , P = x^ ; 
on aura 

x^dx — ar»+" (m4-i),ar""^' 



/< 



(logj?)» (n— i)(logar)»-" ' (n— l)(n— 2)(logx) 

(n-.,)(„-.a)(/i-3)(loga:)--^ ••• 

x'"dic 



(n— i)(n— a).. .17 1 



+ C; 



logx 
faisant dans cette dernière intégrale j:"^' = ^ , on aura 



donc 

/a:"Vlr ^_^ /* dz 
\ogx~J ïogl' 

intégrale que nous avons déjs traitée cUdessus. 
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Si Pou prend P =: ap""* , 

ilyieiÀ 

r àx _ —i 

Cette esprtwioo ne donne riealorsqw If 3s f. Hm^dlinf 

/*• d^ 
-'I . Si l'on 

fait ici tog :|^ := II, d'oh •— = du, 
il vient 

6gr TraiUms «naintenani l'iatégnatiiMkdef teotiona oir- 
cidiircs^ 

Soit 4i'abQrd à intégrer f'SLix.ami ifm^Êm). Si IW 
j ^evA fiàx ;^ t* y il TÎent^ » caïaaftde 

d.arc (sîn = x) s= j- (28), 

par le moyen de l'intégration par parties (65) , 
fHdx . arc (sin s=x) = \f. arc (sîn=jc) — / j- . 

Aînst^ l'intégration de la différentielle transcendante pro- 
posée seramène à.ctUe d'une dii<n*enliell» algékriqse, sap»' 
posé que. f^Ldat = ff* soit aJgébrîqvek 

Soit à intégrer ^ par exemple , / JtMor. srre (sin sas s}, 
o&a 

V = — -:- , et fx^dxu^c (sin = jp) =s —, — .arc (sins^;) 

i_ rx^'dx 

^ -^(i-xr , 

pour la dernière intégralfe^, voy^z n^GSi 
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Gomme (28) 

d . arc (00s = x) =;: r . et d . arc (tang=jc)=— — - , 



on trouve, en opérant de la même manière qu'auparavant , 

' P vdx 

/Xdx.*rc(co8=«) = v.arc (cos=Jf) + I 7 , 

J (I— ^r 

et 

f* cd^ 

/ Xdx . arc (Ungts ar) == i/ . arc (tang == jr) — / j—--^^. 

Si z représente un arc dont le sinus ou le cosinus , ou la 
trngente soient exprimés en fonction de Xy c'est-à-'dîre 
qu'on ait djBsPdir, P étant une fonction de x, on pourra 
trouver fS.z'^dx par un procédé semblable à celui qui pré- 
cède. Soit /Xdorsssi', 
on aura 

fz'Xdx = w . z* — nfifz^^^âz , 

OU; en mettant à la place de dz la valeur supposée ci- 
dessus, 

yz"Xda:== f.z" — yi/z"""VPda:, 

Ënaulvant cette marche, on abaissera de plus en plus l'ex- 
posant de z, et l'on parviendra enfin à faire disparaître tout- 
à-fait l'aro 9ysi n est un nombre positif et entier. 

Soit, par exemple , X= i, et en même temps , 

# 

« z = arc (sin = x) ; 
on a alors 

J. * 

fz^ix = z*x + /iz"'"'(i — x')* — n(n — i)z'»-*a: 

— n(n — I ) (n — 2)z— «( j _ 3.»)^ ^. . . + C. 
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^o. On a, par le n** 27 (remarque) ^ 

d.ài^nx=ndx.co3nx et d.cosnx^^ndx.amnx- 
il en résulte 

I 

/da:.cos7ir= - smnx+C. 

n ' 

«* fdx,smnx=s cosruc-i-C, 

Soit à intégrer maintenant /darCsin x)«. On a , comme on 
sait, ( 8ia X)* = i _ £2^ ; Piatégrale proposée détient 
par là . 

Dans cet exemple, le carré du sinus est exprimé par le 
cosmus du double arc, pour obtenir l'intégrale proposée. 
Cest pour le même but qu'il faut généralement exprimer 
les puissances entières du sinus et du cosinus, par 1« sinu» 
et les cosinus des arcs multiples. Développons pour cela 
maintenait les expressions, tant pour les puissances en 
tières des sinus et des cosinus par les sinus et les cosinus des 
arcs multiples, que vice versd pour les sinus et les cosinus 
des arcs multiples par les puissances entières des sinus et 
des cosinus de l'arc simple. 

On a , par le n* 33 , 

^^~' = cos X + |/irr. sin X, 
d'oii , d'après le n" 64 , 

(e*.^-)- =; e-K- = (cos x + K- . . sin x)-, 
et aussi , en mettant nx k la place de x 

c«x.w^-i =5 cos tm: + l/^i.sinnx; 
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on « donc 

De même, on a 

008 iwc — l/*-*i.«ft*»fcr ==:(«« a?**- ^— i.sinj:)». 

En ajoatant easemhle ces deux éiiiiation«|f et en les retran- 
chant ensuite l'une de Tauite^ on obtient 

(cos * + 1/— I . itii a?)" 4- (co$ 3t — I/--I . sïn x)' 
oosna: = r — ^ • 

(cosjp+l/ — i.sinar)" — (cosj? — i/— i.sinx)" 
sm nar= '■ n i ■ * 

or on 4, fMQ lesrn^ f&etâ3, 



cw jr*^ sin Jr* — . • . 

1.2 



(coax — |/— t . sîn a:)* = coax* ^-5- * coar*"* mjox 



i.a 



CQSX""'«inj:*+. , . 



Substituant ces yaleurs dans les ex|Mressioiis ci'-dessos , il 
Tient donc 

n(7i— i) ^ , 

oosnj? sscosa:* — -^ — — ^ eD*x***wx* 

1.2 

n(n--i)(n--2)(7i— 3). ^^4. . ^|' 

-4» =—7 ^' cos jc"^* sm jr»— ..* ; 

1.2.3.4 

^ «^-1 • nfrt— i)(7i— 2)' -^ . 3 
sin na: = - 008 ar* * sm x — —^ ^~ — - cos jc"^' sm a:' 

I l.2v3 



n(w- i)(yi— 2)(yi— 3)(/^— 4) ^^ . 

•i-— — — — = — T-> cosx'^'sinjp*'— .. ; 

. P.2.3-4.5* 
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mettons, de plus, 

cosx-f- l/-*i-sin jr = ify et cosar— V^—i.sîn arase v; 

de là 



et 






cos ar" = — (m + 1')*, 

2 



ou en développant la puissance d'après le n® 16, 

OOSX^SS 

et puisqu'on peut y dans l'expression (u -f- ^)'i changer v 
en tt, et réciproquement, on aura aussi 



cos 






ajoutant ensemble ces deux expressions , il Tient 

9. cos a:* = 

2*L » ' 1.2 ' 

I.2.d J 

ou aussi 

a"^' oosar" r=: 

1 1*2 

or, nous ayons trouvé précédemmeut 

i I 
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I 

I 1 * ' 

C08 iu:=s -(cbsJr+|/ — i , 8iiix)"-t- -(cosJf— |/— i . siiur)* 
donc , 

tt* + t^ = 2C08nX, 

et en général , 

» 

ii«— « -f- i;»^« -r 2C0S (/i— m)jt. 
De p1uS| on a UPsai (vo^^x n^ 33); il Tient donc 

a""*"' cos j:"=: acosnar-f- — cos(n— 3)a:-f- — -cos(/i— 4)^ 

1.2.3 

on» en diTisant par a, 

2* cas a:* = cosnr + ^ cosl[/k— -2)3: -J- — r ces (n — ^)x 

I . I • a 

n(n — i)(n— 2) , cn ' . *>, 

+ ^ , ' i — - cos(n--6)x + , • . . (A); 
1.2.0 

Dans le eàs où n est un nombre paîr^ on arrive À un 

terme moyen qui renferme cos o = i ; le terme qui le précède 

renferme c6s[n— (/i— r2)]jr s=cos2^, et celui qui le suit 

cos [71 -*- (n + 2)]ar = cos — 2Jf = cos 2a?; ces deux termes 

ont encore le même coefficient, comme le fait voir la 

formule du binôme pour les puissances entières. On voit 

aisément, de la même manière, que les termes placés à 

égale dislance des extrêmes ont le même coefficient et le 

cosinus du même arCé On n'aura donc qa*à prendre le 

double des termes qui précèdent le terme moyen > en omet-* 

tant tous ceux qui le suivent; le terme moyien lui-même, 

tlégagé du cosinus, ne doit pas être doublé. 
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Mais si n est un nombre impair, il j aura deux termes 

au milieu 9 dont l'un contient cos a: , et l'autre • 

cos — ^ = cosâ:. Ces deux termes, ayant en outre le même 
coefiîcient, sont égftux l'un à Pilufre. Pareille cbose aura 
lieu dans tous les termes qui sont également éloignés des 
extrêmes de la série. On n'aura donc , dans ce cas , qu'à 
prendre le double des termes qui renferment des cosinus 
d'arcs positifs , en omettant les autres qui renferment des 
cosinus d'arcs négatifs. 

Soit^ par exemple,/! = 4* ^ prenant lé double des 
termes qui précèdent le terme moyen, mais en ne doublant 
pas le terme moyen lui -^ même, et omettant les termes 
suiyans, il viendra, après avoir diyisé toute la série par 2, 

8 . cos X* = cos 4^? + 4 • *^s 2x -f- 3. 

Soit, de pins, n =s 5. En ne considérant que les ternies 
renfermant des cosinus d'arcs positifs, il vient, en pre- 
nant le double de ces termes, et divisant toute la série 
par a , 

16. cos sfi sa eosSx -|- 5. cos3j:' *f- xô cosx. 

Pour obtenir de même une série pour sinx", on obser- 
vera qu'on a , psfr ce qui précède , 



8inx Sis 



d'oi 



2^/ — I 



(«— 0> 



(2,\/— l)»^ ' (2.V--OL I 



^(^-0 ^.-,^. _ nfi^i)(«— 2) .^,, 



3o3 



1.2 1.2.3 

Soit d'abord n un nombre pair ; on a alors 
(u — v)* = (i' — i/)» et sin x" = ._ ., 



^'+ 



...J. 



(s^—u)\ 



II.. 
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En développant celte dernière expression, et en Tajov- 
tant à la série précédente, il vient 

(2V/— i)"L ' 1 ^ 

1*3. aJ 

OB^ d'après ce qui précède, 

(2|/— O'.sîna:* =cosiix — -cos(n— 2)ar 

+ «('*— i) ^ /% 
-^ eos (n — à)x — ... 
i.a 

Mais n étant un nombre pair, on a (a)/ — i)" = d:2', 
ou le signe -{- a lieu si n est un multiple de 4* et le signe — 
si n est nn multiple de 2 (comparez n* 33). On a donc 

±:i" . sîn j:* = cos wx cos(/i— 2)x + ~ ^ cos(/^— 4k 



n(»-0(»-a) eoe(«_6)x + . . . (B). 

I • 2 • «} 



On Toit aisément, d'après les remarques faites sur la 
série (A), qu'il suffît de prendre le double des termes qui 
précèdent le terme moyen , en omettant ceux qui le soi- 
yent; le terme moyen lui* même ne doit passe doubler. 
On obtient, par exemple, pour n==4} en divisant tonte 
la série par 2 , 

8.sinâr^ = oon/^x^^^.coBX + 3. 
Mais si n est nn nombre impair , on apra 

« 

(y — II)» = — (11 (^)«^ 



«t 
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sin X» = ; ^. (il— f)» = 7 — ; T^iy — «)" 

(a. V/— i)" L 1 1*2 J 

en ajoutant cette expression au déTeloppement ci-dessus 
donné de sînjr'as ^ — --,(ii— ,i/)» îl Tient 

(2V/— !)■ "^ . 



a.sin 



1 r* w 

(2v/— i)«L I ^ 



or , on a par ce qui précède , 
I 



siniu:=— 7~[(co8j:+V/— I .sinar)*— (cos±v^-i .sin*)"} 
ss — («« — i;») 5 

%V — I ^ '* 

il en résulte généralement 

ii"^" — 1^""" =3 2. j/ — ï.sîn (n — !»)« ; 

on a en outre u(/ ss i . De plus , lorsque n est un nombre 
impair I on a (2. |/— !)■"■*=: 1*12"**, o& le signe positif 
a lieu lorsque n — i est un multiple de 4> ^t le signe né- 
gatif lorsque 71—1 est un multiple de 2 (n^33). Il Tient donc 



dt 2* . sinj:" = sinitx— - sin (n— 2)0: A sin (71 — 4)* 

«(n— i)(ii— 2) ^ , ci\' X ' tr\ 

I • 2 • O 

D'tiprës les remarcjues pi écédentes , il n'est besoin que 
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de prendre le double des termes qui renferment les sinus 
des arcs positifs , en omettant les sinus des arcs négatifs. 
Soit, pour exemple I fi^5; on obtient, après ayoir 
diyisé toute la série par a , 

i6. sinor^ = sin 5x — - 5 . sin 3^: + > <>• sin x. 

* 

Parler moyen de oes trois séries^ (A) 9 (B), (C), nous 
pourrons trouyer, sous une expression finie, l'intégrale 
des différentielles qui renferment les puissances entières 
des sinus et des cosinus. 

Exemple I. Soit proposé /3x.cos.x^; nous ayons trouvé 
ci-dessQs 

coax^ = 5 cos4^ + ~cos2x + 5. 
o ai o . 

On a donc 

I I 3 

/d:r. GOs;r^=g/dxcos4^ + - /dx cos 20: + g /dx = 

(d'après ce qui a été dit au commencement de ce numéro) 

r- sin 4^ -f- 7 sin ^X'^^-xX'^C. 

Exemple II. fdx.sihx^. En opérant dé la même ma- 
nière, on trouve pour l'intégrale 

X- sm 4^ — ^ sm 2x -f-g or + C. 

71. On parvient aussi à l'intégrale /dx.sinx", ou m 
est un nombre entier, en mettant sinxzxrjSy d'oà.... 

. dz 

dx = r- — p. L'intégrale proposée devient par là.. 
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fdz,z'"{i — «*) *, sur taqueRe on opérera d'après le 
n"65(A). 

On obtient ainsi, par exemple, si m= 4y le même 
résultat pour fax sin x^, qu'en a trouyé an bout du nu- 
méro précédent. 

On cbanjgera de la même manière fdxcosx^, pa^ la 

I 
substitution de cosa: = ;s, en — /d2.z"'(i-*«*) *, et 

l'on opérera ensuite d'après le n^ 65. 

. En mettant de la même [manière tangxssx dans 

, f intégrale déjà trai-» 

tée n® 59 , ou m est supposé un nombre entier. 

Exemple /. fax . tan g x*. On obtient pour cela f ^ ^ 

Or ^ on a 



donc l'intégrale cLercbée e^t 

= -j — z + wc (iangssjs), 

ou , & cause que arc (tang = je) b x, 

ss:- tang x'— tangx + ar -f C. 

Pour intégrer dx. sin x^.cosx*, il faudra faire sinxasji^ 
delà 

cos Jp =s (i — x*)^ et dx sb dz (X — «•) *. 
La diflférentielle proposée devient par là 

zTàzii-^zt) • , 
qu'on traitera d'après le n^ 65. 
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Exemple Ih fax • sin x^ . cos x\ On obtient pour l'înté* 
grale 

-— »8Înj:*.cosx'--H»înar.cosx^-f--x$inx.coM:-| — g^.r-f-C. 

*Ax.ê\iïX^ 



Exemple III. j - 



008 X* 



. m 
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De la Quadrature et de la Rectification 

des courbes. 

72. Nous ayons tu au n" 55 que la dîfiérentielle de Faire 
d'une courbe rapportée aux coordonnées rectangles, est 
=zjrAx , où j- représentant l'ordonnée est exprimé , moyen- 
nant Féquatiun de la courbe, seulement par la yariable x« 
Donc, pour trouver Paire d'une courbe dont l'équation est 
Connue, ou , comme- on s'exprime aussi , pour parvenir h sa 
quadrature (quoique la stricte acception de ce terme se 
borne aux courbes dont l'aire se peut mettre sous une ex- 
pression algébrique), il faut int^rer la différentielle J^dx, 
qui ne renferme que la variable x , par les métbodes que 
nous avons traitées jusqu'ici. D'après cela, on exprimera 
tout généralement Vintégrak de VcUre par 

j0^4x = X + C, 

oi X représente l'intégrale trouvée, et C la constante arbi-^ 
traire qu'il faut ajouter (n* 57) à toute intégrale complète. 

Mais si l'on veut exprimer une portion déterminée de 
l'aire, par exemple , celle entre les valeurs x:=x et xz^x , 
il faudra mettre successivement ces valeurs de x dans l'in- 
tégrale complète et retrancher ensuite les résultats Tun de 
l'autre. On obtient ainsi , si X' et X* représentent les va- 
leurs de X pour x =s:x\ et x = x", successivement X,' +C 
et X' +C, d'où résulte X" — X', l'expression de Taire 
cherchée, qu'on appelle pour cela VintégraU déterminée ou 
définie de l'aire, pour la distinguer de l'intégrale complète, 
qui se nomme aussi intégrale générale ou indéfinie de l'aire. 

La constante arbitraire de l'intégrale générale, peut aussi 
être déterminée par une condition donnée, de l'aire pour 
une valeur particulière de x. Soit donnée, par exemple , la 
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condition qae Taire soit =: A lorsque x = x' ; l'intégraTe- 
génér^le donn^ par là 



0& X' représente la valeur de % pour xssx'\ il en résulte 
la détermination G = A — X\ Cette yaleur de C, substi- 
tuée dans l'intégrale générale , donne 

jyix-szX + k — X. 

D'apr&s ee qui précède, X — - X' représente la portion de 
l'aire comprise entre xsszx', et upe 'valeur ind^termluéç 
de x\ rexpressioQ X -4*A. -«- X' représente donc U portion 
de Faire entre la yaleur de x , où l'aire commence à être 
comptée, et une valeur indéterminée de x ; il s'ensuit qu'elle 
peut s'appeler de même Vinté^ale déterminée, par rapport 
à l'une des limites qui est entièrenient déterminée* On j 
pourra aussi déterminer ensuite l'autre limite, par exemple ^ 
pour X = x". Dans la suppositiop que , lorsque x= x", X 
dcTienne X", on obtient X" + A'^X' pour la portion de 
Faire entre la valeur dex oh Faire commence à être comp- 
tée, et entre x == x". Cette méthode donne ainsi , comme la 
première, une portion déterminée de Faire, limitée de 
deux côtés, au-dessus de l'axe des abscisses. 

Les exemples sûivans mettront tout cela encore plus dans 
son jour. 

73. Exemple /. Soit j" sss ax -|- é, Uéquation de la ligne 
droite BQ (fîg. 16), où A est l'origine des coordonnées. On 
^ , pqur Fintégrale générale de Faire, 

itx* 
Jjràçç =P njfxix 4- bfàx :ç5: — • + *X -{- C . 

En 7 faisant successitement x ss o et x =3; Af ^?? ^\ «^ 
retranchant ensuite le premier résultat dq sQiQQnd, on olH 
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tient pour Taire du trapèze AMQP 






Au lieu de chercher l'intégrale déterminée de l'aire entre 
deux yaleurs de x , on pourra supposer que l'aire soit =: o 
au point d'intersection B ( où, en Tertu de l'équation 

:r= ) , c'est-à-dire que l'uire y commence à être comp- 
tée* 

On obtient ainsi) par l'intégrale générale y 

2a a 

2a' 

l'intégrale déterminée pour la condition donnée sera 
donc 

expression qui donne , comme on a montré n^ 72 , la portion 

b 
de l'aire comprise entrç là Talcur jr=a— -, c'est-à- 
dire entre le point B et une valeur indéterminée de x. Ee j 
mettant d'abord x=o, il Tiendra 

b^ 
triangle BAM = — ; 

mettant ensuite 3: = AP = ^, il viendra 

ax'* . . *• 
triangle BPQ =r ^ *^ + ^• 

Retranchant le premier résultat du second, on obtient 
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or'* 
trapèze AMPQ = — + ^^' t 

comme nous avons trouvé ci-dessus. 

Exemple IL Soit propose de trouver Paire de la section 
conique qui a pour équation rapportée au sommet et à ses 
axes, 

I, 
On aura donc & intégrer àxi^mx + nx^Y . Cette diffé^ 

rentielle se change par la substitution de x =: z — — en 

— \r nz^\ . L'intégrale en est, d'après 

le n^ 65 (B) , 

J(-T + "-) 

/^ dz 

L'intégrale / , devient, en divisant par 



c — - — . 
J (- ? + "•)' 



— —^ le numérateur et le dénominateur, 



71 



fen multipliant et divisant par —V 
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# • \ ' 

_ —V—\ I m 

= (n» 28) =-^ — î^ arc fsin as — «Wc. 
On a donc , pour T intégrale générale de l'aire, 

an* 
Gu> en remettant la yalenr de £ en x^ 

^^ ^{imx+nxY +ÎÎLlkZ«î.arcf ,;„ = -a: + 1 V C. 

an* 

Prenant dans cette intégrale générale suocessivement x=:o, 
et xss 3/, et retranchant ensuite le premier résultat du 
second , il Tient 



9n 



=a ('2mx + nx^) 

a 

y-arc.(^co5=-y+«> 
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intégrale déterminée pour Paire de la section conique, au** 
dessus ou au-dessous de l'axo des x, à partir du sommet, 
depuis X z=z o jusqu'à x = x\ 

En faisant n = — i dans j"* = ^mx + nx*, la 
courbe considérée devient un cercle dont le rayon =r m. 
L'intégrale déterminée donne alors, pour l'aire du cercle 
au-dessus du diamètre, à partir du sommet, depuis x=o 
jusqu'à l'abscisse x', 

X — m , , -^ m» / m — x'\ 

(imx — X *) 4- — arc ( eosss i. 

2 , 2 \ ni J 

En y mettant x' = Tin , on obtient pour la moitié de 
l'aire du cercle 

— -arc (cos = — i) =5 — ; 

•2 . 2 

donc l'aire entière du cercle est = mV, résultat oouno par 
les élémens de la Géométrie. 

&* _ i» ' 

En mettant m= — et n sa — -- dans Péqua- 

tion j** = 2mx + iw:*, la courbe devient une ellipse 
dont les demi-axes sont a et b. L'intégrale déterminée de 
l'ellipse au-dessus de l'axe à partir du somifiet^ donne 
alors, prise depuis xz=:o jusqu'à l'abscisse x^ 

, (^— — ^.-.(2^-«^*) + — arc(^cos=--^j. 

Faisant j:^ = 2a , on obtient, pour la moitié de l'aire de 

Tellipse, ;- donc l'aire entière de l'ellipse est = obv. 

On voit par là que l'aire de l'ellipse dont les demi-axes 
sont a et h^ est à l'aire du cercle , dont le rayon =3 a , comme 
/^ est à â, ce qu'oo peut conclure immédiatement des deux 
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lezpfessipn» 

^ b 1 

/[aax — x*y dx et - fdx{!iax — a:')* , 

qui représentent les intégrales des aires de ces deux coarbes. 

Mettant m =— et n ses -^ dans l'équation.... 

j* = ama: + nx*, la courbe devient une hj-perbole dont 
les demi-axes sont a et 6. L'intégrale déterminée de Taire 
de Phjperbole , à partir du sommet^ est , depuis x =s o ju^ 
qu'à :r=3a/, 

On peut changer cette expression en une autrt où ne te 
trouve pas V^— - 1. En effet > en mettant 

x' + a" 
arc l cosr 



(^cos«--^-J = z, 



on aura 



— = cos z et (2ar + ^ ) = «"ï^i 

on a de plus y par le n^ 33 , 

' c"**«^— • =t cos x — \/— t .sin^js, 
ou (n** 64) 

m*m j8^*-« 1 6% log (cos z — v^*— I .sin z) ; 

en y substituant les expressions que nous Tenons de trouverj 

il Tient 

— a»b. 1/ — ï / a:' 4- «\ 
-^ ^ arc(cos2i= j 

ab, rx' + a + {iax' + xf^)^'^ 
-logL a J' 
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Tintégrale délerminée s'exprimera donc auwî par 

« 

Soit , dans Icocrcle (fig. 1 1) ,1e rayon AO =:m, AP= a/, 
d'oi 



donc 



OP = m — Jp' et PM = (27nx' — a:'»)*; 



/'m — jr\ i 

triangle PMO = ^ ^^ . (amx' — a:'*)* . 



conTÎent au secteur 



On voit par là que la première partie de l'intégrale dé- 
terminée de l'aire du cercle que nous a^ons trouvée ci-des- 
sus, prise du signe contraire , exprime le triangle PMO; et 
comme l'intégrale entière appartient à la portion APM de 
Taire du cercle, il est évident que la seconde partie de l'inté- 

_ . m* / m — x\ 
grale, savoir — arc ( cos = J 

de cercle AOM. Mais en faisant ^ AP' s= x\ on trouve aisé- 
ment , par les mêmes raisonnemens , que la seconde partie 
de l'intégrale exprime le secteur de cercle AOM'. 

On trouve de même dans l'ellipsç (fig. 1 7) que la première 
partie de l'intégrale déterminée exprime le triangle PGM 
ou le triangle P'OM', et la seconde le secteur AOM ou 
AOM^ selon qu'on prend AP ou AP' pour x\ 




premu 

puisque 

suk que la seconde partie de l'intégrale , savoir 



9. 



arc 



(— ^ 



• \ 



exprime le secteur OAM. 
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Enfin , en mettant 72=0 dans Féquation j^=:(27nj:-f-7ix*)* 
la courbe devient une /7ara6o/e dont le paramètres 2m. 
Or, l'intégrale déterminée de l'aire de la section conique 

depuis a: = ô jusqu'à x = x' , devient , en faisant ^z=z—n 

i 1 1 j. j^ 

^ —P"" ♦ ^' ♦^^'' {\—px){%^px'Y +m" arcfcos=f -px') 

3 9 

fraction qui donne ^ pour /? = o , c'est-à-dire lorsque 

En fa&sanit i — px' =: z , d'où p = i-Zlf 

' x' ^ 

il vient 



i • 3 I — i 

~L — ^ 



3 
m-.a:"r zr i^— z^)' — arc (ços = z) 

I 



a 




La vraie valeur de cette fraction qui, lorsque x:^i, devient 

o ' 

~, est déjà trpuvée u? 87, exemple 6. Il en résulte qu'on 

^ t 

pour l'aire cherchée de la parabole depuis le sommet jusqu'à 
l'abscisse x'y 



a 

>* 
a 



1 » 3 



D'ailleurs, on trouve plus aisément Taire de la parabole 
en substituant dans j^-da: la valeur de j-, tirée de l'équation 
de la courbe j^ = nmx. On a alors 



I s 



3 



12 
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On trouyei par conséquent, pour Paire au-dessus de Taxe» 
à partir du sommet, oii a: = o , jusqu'à l'abscîsse j/ , 



s i. 3. 
2 .771 . X 



le même résultat que ci-dessus. 

Le rectangle AHMP (Hg. 9) élevé au«-desf us de Tabscisse AP a 
pour mesure AP.PM ^ ou [ puisqu'en vertu de Péquatîon de 

la parabole, PM = (am) V A P* ] , (2m) * J AP' . Le rec- 
tangle AUMP est donc à Paire parabolique appartenant à la 

même abscisse AP, comme (2m)* • AP' est à 



2(2mf . AP'^ 

o > 



2 

c'est-à-dire comme i à ^ ou comme 3:2. Il est encore vi- 

sible que le ti*iangle APM est à Pespace.parabolique APMG 

1 2 

comme ^ * 09 ou comme 3^4; '^ segment parabolique 

2 o 

AGM est donc la quatrième partie de Pespaœ parabolique 
APMG. 

Exemple II L Prenons pour premier exemple de la qua- 
drature des courbes rapportées aux coordonnées obliques , 
Yhjrperbole rapportée à ses asymptotes (fig. 1 4) 9 dont Péqua- 
tion est j'j:=/7*. On a ici (55) pour Pintégralede Paire 
j3^.sîn mAx, ou «désigne l'angle compris entre les axes des 
coordonnées 9 dans notre cas^ entre les asymptotes. On 
troaye ainsi 

/àx 
— =/7'.sin#.loga:-f-C. 

Menant du sommet de PbyperboleA, la ligne AB parallèle 
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à Vasymptote OT, on a> comme on sait, ABsbOBssj». 

Faisant maintenant j? s= i , l'Intégrale générale devient 
sîn é^Aogx -i- C. On obtient pour l'intégrale déterminée de 
Taire, depuis le point B, où x = i , jusqu'à x z=. x^, 

sin éf log x', 

es pression qui indique le Içgarithme de a/ pris dans le sys- 
tème dont le module = sîn « (21). Ainsi, par exemple, 
l'aire BÀNQ est = sin «. log OQ. 

En supposant l'angle # égal à un droit, l'intégrale déter- 
minée devient =: log x\ c'est-à-dire que dans l'hyperbole 
équilatère, l'espace asymptotique est égal au logarithme 
naturel de l'abscisse correspondante. 

En mettant sin m égal au module des logarithmes ordi- 
naires -= o, 4342945 < ..(21), les espaces asymptotiques de 
cette hyperbole sont les logarithmes ordinaires des abscisses 
correspondantes. On obtient alors # = o^ , 2880 x . . . 

C'est pour cela qu'on nomme les logarithmes en général, 
mais en particulier les logarithmes népériens, logarithmes 
hyperboliques, 

'Voici encore un antre exemple pour la quadrature des 
courbes rapportées aux coordonnées obliques. 

Exemple IF. Soit donnée Inéquation de la parabole or- 
dinaire (ijg. 9) rapportée aux coordonnée» rectangles 

j*? =ï ax. 

On propose de rapporter cette équation aux coordonnées 
obliques , de sorte que l'origine des coordonnées , ainsi 
que l'axe des nouTelles abscisses x^, restent les mêmes, 
mais que les nouvelles ordonnées ^> telles que KL, reu- 
ferment un angle avec l'axe des x% le sinus duquel soit 

=s m y le cosinus s=7t, la tangente =c ^ :£:= c. > 
On a 

12. * 
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En substituant ce» valeurs dans l'équation ci-dessus, j^'=a^, 
il vient 

d*oii 

•^ m 

l'ordonnée y a donc deux valeurs inégales entre elles, ex- 
primées par les lignes OK et OL , en sorte que 



OK = 



tM\'^î?1 



■^M^na^M-^* 



m 



«t 0L^( considérée seulement par rapport à sa longueur, 
twy^can"a5) 



-,^+«'(--+# 



m 



Pour trouver Taire que la corde KL coupe de la parabole ^ il 
faudra intégrer mfy'àx' (n** 55). Mettant ici successivement, 
au lieu dey, les deux expressions de OK et OL, on ob- 
tient, après avoir intégré, 

r.,„ AKOA_:^+îf(^+^)*+c 

€t 

i 

Or, étant pour a/ = o et AM -^y d'après Féqua- 
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tion ci^essus AM = , on a 

cm 



Paire AMA = j AGMPA (vojrcz ce Haméro, ex. II) 



I a i ^ 
a= 7«3«* .AP*ou (à cauaiede AP=AM.ii) 

I i î » a» 
6 6c^ 

Ainsi > en mettant dans les intégralos générales ci-dessus 

a:' = o, Faire AKOA = t^, l'aire ALOA = o , et 

déterminant par là C et C^ on obtient les deux intégrales 
déterminées; 

Taire AKOA = ^' + ^r*'+ T^.Y + A 
et 

1 aire ALOA == ^—-(ar'+T-) ç; 

ajoutant ensemble ces expressions, on trouve 

i ' 3 

Taire KOLAK = ^ (:i:' + ^V. 

Il résulte d'ailleurs , de ce qui précède, que l'aire ALOA 
au-dessous de l'axe, si elle n'est pas prise, comme il a été 
fait ci-dessus, dans sa valeur absolue, aurait le signe né- 
gatif, puisqu'elle dérive de l'intégrale mf — y .Ax\ 

Nous proposons au lecteur d'effectuer des calculs sem« 
blables pour la section conique en général. 

Exemple /^, Dans la cycloïde (fig. 1 2), on a (n* 54, probL 7} 
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/ 

dx= ^^ ; 

on a donc à intégrer 






En faisant j^ = u 4" ^ > ^^ vient 

+ û* arc r sin = - V, 

or, on a, d'âpre» le n* 65 (A), 

/uMw(a»— w')"" * = -. - (a» — m»)* + - arc («in = ~Y 

On parvient donc, en ajoutant ensemble les termes sem- 
blables p à l'intégrale générale 

— arc^sm = J - -^i-^— (a* - ii«)* + C , 

oa , en remettant • u =s^ — a, 

— arc ( sm = — —J {nay -^jr^) + C. 

D'aprfes le n** 72 , on trouve pour l'intégrale détermi- 
née de l'aire depuis le point A , oà j^= o, jusqu'à lor- 
donnce y, 

f 

En y faisant y = %a, il vient , pour la moitié de l'aire 
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de la cycloïde, AJK> ; donc^ pour l'aire entière de 

la cycloïde AKL = 3ûV, c'est-à-dîre que Faire de la cy- 
cloïde est triple de Vaîre du cercle générateur. 

Remarque, L'intégrale générale donne sur-leH^hampPaire 
entière de la cycloïde entre les points A et L^ oii^ pour 
Fun et Pantre, j^ = p, si l'on prend pour arc (sin = — i) 

d'abord — -, et puis -J , en sorte qu'on a 

3a« «r 3û* Sic 

— — • - 4* C et — . — + C, 
â 2 a a 

Retranchant la première expression de la seconde, on 
obtient, comme auparavant, 3aV. 

La détermination de la surface d'une courbe se faci- 
lite quelquefois par le changement des coordonnées; pre* 
nons la cycloïde pour exemple. En transportant pour cela 
l'origine des coordonnées de A a K, de sorte que les nou« 
Telles abscisses t se comptent sur la ligne KG, parallèle à 
AL, savoir de K vers G en sens positif, et que les non- 
Telles ordonnées z se comptent sur 'KJ, de K Ters J en sens 
positif, on a 

/=a9r— -x et jr — 2a=z^Zj 
d'où da:= — d/ et dj" = — dz. De cette manière , l'équa- 
tion différentielle dx ^= ■ , se change en 

et la différentielle de Taire KRM devient par là 
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1 



L'intégrale fAz{2,az — z*)*, prise depuis 2 := o jusqu^à 
2 = 2a {voyez exemple II de ce numéro) , est égale à Vaîre 
du demi-cercle générateur gfnq , c'est-à-dire que l'espace 

AGKA est égal au demi-cercle gmqg = — . 

T 

Etant» de p1us> RM une ordonnée quelconque z^ l'es- 
pace KRM sera égal à la portion gmn du cercle; donc , 
ACRM est égal à mnq. 

L'aire AGE A étant égale à — , et le rectangle 

ACKJs=2aV, il s'ensuit que l'aire AMKJ =^ , 

comme on a trouvé ci -dessus. ' 

74* Pour les problèmes sùivans, concernant la quadra- 
ture des courbes dont les équations sont connues , on ne 
donnera au lecteur que quelques renseigiiemens pour faci- 
liter les opérations. 

Exemple Vî* La cissoïde, traitée au n® 53, exemple 111, 
(Bg. Il), a pour équation 



a? 



r = — 



ar 



7 , ou, en mul- 

{-iT—xY 

tipliant le numérateur et le dénominateur par x*, 

J (nrx — xy 

intégrale qui a été déjà traitée dans la cycloïde, n** 'j3, 
sxenaple V. 
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• 

Quelle est l'aire de la'cîssoïde, depuis a?=:o jusqu'à 
jp = r, et depuis a: = o jusqu'à x=zar7 

L'aire entière de la cissoïde est triple de l'aire du cercle 
dont le rayon =? r. 

On trouve donc ici qu'un espace indéfini équivaut à un 
espace, limité , pareillement comme un nombre fini est égal 
à une suite iniiQÎe de nombres } par exemple , 

2—1 a 4 ** ^^ 

Exemple VIL Dans la courbe , considérée n® 53 , 
exemple I (fig. lo), dont l'équation r*j-» = r'x*— a:*, on a 

fjàx = - fxAx{r^ — ar*)*. 

En y faisant r* — a:* =m, d'où xàx = — - du , l'inté- 
grale devient 

— ±fuhu = (62) - ^ + € = - ^""7^'^' + C. 
2r-' 3r or 

Depuis le point 0, où x=: q^ jusqu'à l'abscisse x^^ on a 

pour l'intégrale déterminée 

" 3P ■*" 3' 

L*aire entre x = o et j: = -f r, et celle entre x^o %l 
orssr^-'r, sont égales chacune à -r-* ^^ moitié de l'aire 

de la courbe est donc égale aux deux tiers du quarré élevé 
au-dessus du rayon. 

Puisque x se trouve au quarré dans l'intégrale de l'aire^ 
et que par conséquent une valeur quelconque de x^ soit 
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qu'on la prenne positive ou négative > donne le même 
résultat; il faut calculer l'aire depuis a:=— r jusqu'À 
a:r=so, et ensuite Paire depuis jr = « jusqu'à x=r-J-r^ 
chacune à part \ l'intégrale générale ne peut donc être prise 
à la fois depuis :r= — r jusqu'à «ss-f-^* 

75. Nous avons vu dans le Calcul différentiel , n" 26, 
que la différentielle de l'arc d'une courbe rapportée aux 

coordonnées rectangles , est = àx(i + p*)*, ohp=i—» En 

dr 
exprimant -p- en or, moyennant l'équation donnée de la 

courbe ; cette différentielle ne renfermera que x. Douc^ 
pour trouver la longueur de l'arc d'une courbe dont l'équa- 
tion est donnée y ou pour rectifier la courbe (quoique la 
stricte acception de ce terme se borne aux courbes dont l'arc 
se peut exprimer a1gébri<Juement) , on n'aura qu'à intégrer 
cette différentielle. Les règles données n** 67-71 suffisent 
pour cette intégration , parce que la différentielle ne ren- 
ferme que X y comme nous venons de le Toir. Le procédé 
pour la détermination de la constante arbitraire étant ici 
tout -à-fait te même que dans la quadrature , nous ren- 
voyons le lecteur au p" 72. 

Voici quelques exemples de la rectification. 

Exemple /. Le cercle a pour équation rapportée au 
centre 

jr— (a' — x^y, d'oJl p = """^ , . 



On a donc 

fdx{i+p^f=:za /^^-^!^==(n»64)a.arc(sins==-^ + C. 

Si l'on prend cette int^rale depuis :r=o jusqu'à âr=a, 
on obtient y pour la longueur de la quatrième partie de la 



/ 
\ 
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circonférence — î donc, pour la longueur de la cîrcon- 

férence entière ^ow, comme on sait déjà par le^ élémens 
de la Géométrie. 

Exemple II, L'ellipse a pour équation rapportée au 
centre et à set axes , 

b ' — bx 

j^=^(a-^xr, d'où p = 



1 7 
donc, 



f 




en posant atss i et fl' — b* s= i — ft» =s «•, il YÎent 

■ 

dg(i — e'j?')* 

(i—xr 

Cette intégrale a été développée , au n° 67 , en série sui- 
vant les puissances entières de e ; la série est convergente 
lorsque e est tr^ petit , c'est-à-dîre que les deux axes de 
Tcllipse différent peu Pun de l'autre. Posant dans cette 
série :r:=i, on obtient, pour la quatrième partie de 
l'arc de l'ellipse. 



w 

2 



2.2 a. 2. 4-4 2.2.4*4*^*^ •••^* 

Pour l'hyperbole, on tire de l'équatiqn j"* == — (op*— a')| 



fdx{C+p' 



(après avoir fait a^;: i et «'-f-é' sas i-4-** ^ ^^)' 
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Cette Intégrale peut être développée, par le n** 67 , en 
une série qui sera convergente si e diffère très peu de Vunité. 

Exemple JIL Pour la parabole ordinaire, on a.... 
jr^:=z^cx\ de là 



di=^ = ^ •' 



et ràx{i +pr=JdxÇi + f y. 



en déreloppant le radical en sérié, multipliant chaque 
' terme par dx et intégrant d'après le procédé du n"* 67 , 
il vient 



% 



<? 




Exemple IV, L'équation de la cycloïde (54) donae 
dx= ^^^^—xy d'où /dx(i+p*)» 

— _ 2(2a)^ . (2a — ^)' + C. 

En prenant cette intégrale depuis ^ = o jusqu'à j^ = sa, 
on obtient ponr la longueur de la moitié de la cjdoîde 
AK (fig. 12), 4^. Donc la longueur de la cycloïde entière 
est r^ 8a , c'est >à-^dire qu'elle est quadruple du diamètre 
du cercle générateur. 

L'intégrale générale prise depuis j* t=: o jusqu'à. •• 
j-sïsPMssy, donne 

4a— 2(2a)' .(2a— y)* ; 

or on a , si Mm est parallèle à AP, 

* L l i 

'^ = is^'ê^Y — (2^)'* . (2a —y)* > 
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donc l'aarc KM = 4^ "*~ ^ * ^^^^j ^^> ^^ conséquence de ce cjui 
précède^ 

MK = n.gm. / 

Remarque, Pour donner un exemple de la quadrature et 
de la rectification des courbes rapportées aux coordonnées 
polaires, prenons la cardio'ide, dont nous avons trouYé, au 
n* 56, les différentielles de Faire et de l'arc. En les intégrant , 
on trouve Tare HDG (fig. i5) == 4^^ et l'aire 

HDCH = -y- . (Pour la dernière intégrale , voyez n® 78 , 

Exemple f^,) 

Problème. Trouver l'aire de la spirale d'Àrchimëde (56). 



* ' -. 
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Des équations qui renferment trois variables 

sous forme explicite. 

^6. Dans toute équation à trois yariables représentées par 
XfjTiZy l'une d'elles est dépendante des deux autres* qui, 
toutefois, sont indépendantes entre elles; car si l'on suppo- 
sait que l'une des variables , z par exemple ^ fût dépendante 
de j^ et de :r, mais que^ fût dépendant de x^ il n'y aurait 
dans l'équation que deux quantités variables , savoir , la va- 
riable indépendante a: et la variable dépendantes (la der- 
nière comme dépendant immédiatement de jy et comme 
dépendant médiatement de x \ vojrez n° lo ). 

Les équations à trois variables se distinguent (3) en équa- 
tions explicites et implicites. Les équations explicites à 
trois variables, lesquelles seules nous traiterons dans ce qui 
suit, sont telles, que l'une des trois variables, z par exemple, 
se trouve seule dans l'un des membres de l'équation; elles 
sont par conséquent de la forme z^=if{Xyjr) y oh x^ 
sont indépendans l'un de l'autre , comme nous venons de 
le démontrer. 

C'est à cause de cette indépendance de x eljr entre eux, 
qu'on pourra mettre d'abord, jcn regardant j^ comme cons- 
tant; x-f- Aor, au lieu de x dans la fonctions. Un obtient 

Aj5 

par cela, au lieu de s (n® 6) , s -h — ax; en en retran- 
chant la fonction primitive z, et en divisant ensuite par Ax, 

A Z 

il vient — , expression que nous appellerons le quotient 

Aa*4o 

des différences partielles de z par rapport à x. On obtient 
de même — comme le quotient des différences partielles 
de z par rapport a J^, en mettant j^ -f- Aj* au lieu de j^ dans 
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la fonction js, et en regardant x comme constant. D'après le 
. n* 1 7, on obtient 

et 

où {vojrezvi* 17), fc = Aj: et*=Ajr» Les deux coefficiens 
"^ différentiels du premier ordre t~ ct-r-, qu'on dédigne or- 
dinairement par les lettres pelq^ se nomment coejffîciens 
différentiels partiels de la fonction z. On appelle de même 
pAx et ç'.d^ les différentielles partielles de la fonc- 
tion Zy tandis que l'expression Az-=^pàx -{^ qàjTy c'est-à- 
dire la somme des deux différentielles partielles , s'appelle la 
différentielle totale de la fonction 2. 

ax^ "4" xY* 
On a, par exemple , dans l'équation z = 7^; — ^ 

, Az à(x 4- Aa:)' + (^ + A^) r* 

■ Ao: ^* ' 



et 



, Ajz ^ ox^-^xix + àfY 

d'oà 

donc 

dz nax+jr* dz axjr 

di"~ ¥~ dr"""^' 

De la même manière qu'on a obtenu ci-dessus > par la 



V 
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substitntîon dex + ax au lieude x dans l'expression Zy 
y(x-f- fc^) = x -J Aor, on obtiendra^ en substituant 

j* + Aj- au lieu de^, dans l'expression z + — ^^» 

a( z -J AX) 

fi^ + h,jr + k)=Z+-àx + — ^Ajr 

AZ 

A- — Ajr 

^ AZ AZ AX 

= (n»8)z+— A:r + — ;A^H — - Ajr. 

AX Ajr àjr 

Mais en mettant j: + àj: au lieu de x dans 



on obtient 



0+^) 



AI . 

AZ 

A — A r 
===(n<'8)z + — Ajr + — AX+ — ^ Aa:. 

Ajr AX AX 

Ces deux expressions seront nécessairement équiTalentes 
entre elles, puisqu'il revient au même, comme on voit 
aisément , de mettre d'abord x + Ax au lieu de x , ^ en- 
suite j'+A^ au lieu dej*, dans l'expression dez, ou de 
mettre dans un ordre inverse, d'abord j^ + Ajr au lieu de j^, 
et ensuite x + Ax au lieu de x. 

Retrancbant maintenant de chacune de ces deux expres- 
sions , égales entre elles , la quantité z H Aor + < — àjr ^il 

m/ 

vient 






t^f^^-^^m» 
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AZ AZ 

A ^— AX « A — Ar 

Aar Ar ■ 

Ar = — ^ ^Xy 

Ajr "^ Ax ' 

t)u, comme on écrit ordinairement^ pour abr^er , 

A*Z A'Z 

-AX.A^= AJ-.AJ:. 



Pour obtenir maintenant une aérie pour fix+h^^k)^ 
on n'aura qu'à substituer dans les séries données ci-dessus 

, AZ « , AZ 

pour z + — Aj: et pour «+— AT» o« dans la pre- 

mière z + -^ Aj au lieu de z, où dans la seconde. . . 

A/ 

2 + — Ax au lieu de z. 

AX 

£n faisant cette substitution ^ on se trouve dans le cas de 
prendre d'un coefficient différentiel, pris par rapporta l'une 
des deux yariables^ un coefficient différentiel du même ordre 
ou d'un autre par rapport à l'autre variable. 

Ainsi , par exemple , .l'expression 

-^ d"*z 
dx* 

ê 

ohm et n sont dçs nombres entiers , indique une différen- 
ciation effectuée m fois dé suite par rapport h x., et une 
différenciation effectuée ensuite' n fois de suite par rapport 
k jr. On écrit d'ailleurs cette expression, pour abréger, 
ainsi : 

dx"'.d^" 

id 
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'dx 



d'z 



D'après cela, on écrit ^aa Hea de ; «■ - , i; — — ; 
■^ ajr dxdjr ' 



an 



lien de 



dh 



au lieu de 



djc ^ 

À il? 

"* dx' dh 



au lieu de 



dx« ' dy.dar 



d»« 



a > 



etc. 



dj ' dor'.dr' 

En employant cette manière abrégée d'écrire > on obtient 
les séries suivantes > égales entre elles , 



A*« 






djc dar* '1.2 



AorAx* 
d^z A« 



dx^ * 1.2.3 

d'« Ait dh A» it 



^I^M 



4y dx.47'*i*'"*"<'**-4y'i'2*' 



, d^ ^ d^jt A *» 

"*" dy»*i.a ■*'da:.4/'*i*i.a "^ ' 



a?- 



1.2 



et 



+ AZ . AZ . A'2 
— A r -f- — ^X -^ 7- ATAT 

dz ^ . d?» *» d»z y 

dz h d'z *A d^z ^* h 

dx ' I 4/'-4*'* «dj^dâci-a*! 

d'z A' j d^;> Jt A» ^^ 
da:**i.2 ■ 4f*d**'ï*ï«2 

^ d«»*i.a.3^ 



'V1-"^"A'^". 



1^ 



1 
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En comfftraiit dans ces deux séries, égales entre elles, les 
termes qui sont affectés des mêmes puissances des^oantîtée 
hetk, indépendantes entre elles , on tombera sur l'équa- 
tion SMÎTànte 

d** à'» 



dxâjr djréx ' 

c'esirà-dire que le coefficient différentiel du second ordre de 
z, pris par rapport kx^ et ensuite par rapport i^, est égal 
au coefficient différentiel du second ordre de;Sy pris d'abord 
par rapport kjr et ensuite par rapport à x. On a de même 

• ^^^ d^^ 

dx'c[f dj^dx» ' 

et en général 9 

d*^« d*"*-"« 

\ djc~4/* i\7*dar** 

De pi us y on tire de chacune des séries ci-dessus déye- 

AZ Az 

loppéesj en retranchant z + -^Ax-i ^y, et divisant 

lerestepar Ajt.a)^ =&.it, 

A*» A*z .i^4.JË!L. *a. 

Ax.I^'^é^.ikX d*4f «**-4^'5 

+ 

ce q«e noiis exprimerons par 

A»jg _ d*^ 

taii 4^ déiàgnè ufte série dMt^^^aquè terme renferme les 
quantités Ax et ApTy ^qpi^ dans la supposition que ùx 
et j\jr soient en même temps f<H^I petits , peut elle-même 
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derenir pins petite qne tonte quantité assignable. ( Ccm- 
parez n* 23.) 

Enfin , on pourra mettre dans l'expression de z ^f- — dx , 

ox 

X'^àx 9ax lieu de jr , et Pon obtient alors une série pour 



('+s^) 



Al „ , . 

ÙA \ Ar / ^^ àz 

« + ^^ + -^ ^» o« pour (8) *+-a^ Ax 

• Ax Az 
^ — 2^j donc aussi pour — Ax, ou^ comme 

on écrit ordinairement, pour — ^Ax*, 



Enn.elUntr+Ara«lieudej.,d.n,,4-^Ar. on 

A*z 
obtient d'une manière semblable ti^A)^* 

On trouye ainsi des séries pour les deux quotiens des 

di£Férences du second ordre — ^ et —^y qu'on pourra, de 

la même manière que ci-dessus , représenter par 

Nous déyelopperons encore ^ dans l'exemple déjà consi* 
déré z = j,^ , les quotiens des difiérences et les 

ooeffîciens différentiels du second ordre. 

Az 
En mettant dans les expressions obtenues pour z + — àx 

Az 

et pour « + T— àjr, dans la première, j^+ 4y au lieu dej", 
AT" 

et dans la seconde, x+ ùx au lieu de 4p$ retranchant de 

ces deux résultats' « + "r- ^^ + t" ATi ^^ diyisant en- 

oX ^^9^ 



1 



"m ■» *-» ■ ■ ^^^ J 



-"■ — .T-— ■■ • ■ ^ ^^ ^-'"•^■«^C" 
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suite par Ax.ùy^ on obtient 



A»a A*jB 






d'où Q suit 

Axijr ^ix î*"* 

De plus, en mettant dans l'expression trouvée poui 

2-f- T~ ^^9 ^ ^àx an. lien de x\ retranchant du rè- 
ùx 

sultat z + a — C^j et divisant par Ar*, il yient 

A'» __ 2a ,, , d*z __ aa 

-AZ 
enfin, mettant dans l'expression de * + t-A7^> J^+A/ 

Ag 

au lieu de j^; retranchant du résultat z + 2 ^ Aj^, et di- 

Ar 

visant par AX*» >ï vient f 

; •• ^ 

A*z 2X ,, , d*z __ gg 

Les coeffîciens différentiels du second ordre renfermant, 
en général^ xeijr^ on pourra les différencier comme on 
a fait avec z,p et q; en poursuivant de cette manière , 
on obtient sans difficulté les coeffîciens différentiels d'un 
ordre quelconque. 

Exemple L Soit z'=s.x^ — j:^. On a 

p = 3jr* — 2Xjr, qzsz^^x* 
dp d*z ■ dp d*z 

dx d«* / dj dxclx 
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àq d*z Aq 

d'y_ d^s 

d j:* "^^ 47*^^ 

Exemple IL Soit x=ar'j^— r*. On a 



ds 




àz i 3 i 

4r a-^' 


d»« 


4x* 


d'à 
dxdj' 


d*4 I 

-èjràx'^ {' 
%x 


dr*~ 
d»« 

dx^ 


—3 

: T » 

d'* 

'iiyàx*' 


d'« 
dx»~ 

— I 

~ 4 * 

4*^ 


3^« • 
8 ' 

etc. 


Exemple III. Soit 


_ * 


1 

-r- 






j-' 





77. Arant d'appliquer aux surfaces courbes ce qui a 
été dit joaqu'ioi sur la diffàreociation des équations à trois 
Tariid>leS) il sera bon de rappeler au lecteiur, en peu de 
■lotaïqvelques proportions concernant les corps etles aur- 
&oes en général. 

De la même manière que le point considéré dans le plan 
est donné par sa distance de deux droites déterminées à 
r^rd de leur position dans ce plan > le point considéré 
dans l'espace est aussi tont-à-fait donné par sa distance 
de trois plans déljerminés par rapport à leur position. Ces 
trois plans portent le nom de plans coordonnés; leur point 



■ ijjMiai iui«,ij'~"^j,- wy.jiv-." ■ ••' '- iL^imyw IÇ'.^, '»' .■liP'.K«^*'^^^''^^?9"«^i^iQBBBP 
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d'intersection coihman s'uppeUe Vorigine des coordonnées, 
et les lignes d'intersection de ces plans coordonnés, deux 
à deux , s'appellent les €ux:es des coordonnées sur lesquels 
les coonionnées se comptent. On désigne ordinaîrement les 
coordonnées par les lettres se, y, 2, et les plan» coor- 
donnés s'appellent pour cela aussi les plans des xjTj des 
jz et des xzj selon que les deux axes des coordonnées 
X el jTy OM. jr eX z , ou enfin x et z y y sont compris. 

Les droites perpendiculaires menées du point considéré 
à cliacun des trois plans coordonnés, lesquelles, comme 
on Toit aisément, sont égales aux coordonnées de ce point, 
s'appellent les lignes projetantes de ce point, et les pieds 
de ces lignes dans les trois plans s'appellent les projections 
de ce point. 

On suppose ordinairement les plans coordonnés rec^ 
tangles entre eux , à moins qu'on n'avertisse du contraire ; 
mais il est évident par soi^^m^iàie qis'on les pourra aussi 
, prendre sous un angle arbitraire quelconque. 
' Les plans menés par une ligne droite, dans l'espace, 
perpendiculairement sur les trois plans coordonnés , s^ap- 
pellent les plans projetans , et les intersections , de ces 
plans projetans avec les plans coordonnés, s'appellent 
les projections de cette ligne droite. Par ces projections, la 
droite est tout»à-fait déterminée* Sa projection sur le 
plan des ^r^* est en général 

jr zsz-ax + b, 
sur celui des xz^ 

et sur celui des jrzy 

^ Z = ay+ h\ 
On voit aîsém^t q«ie , par denx xle ces é(|uations , la troi^ 



/ \ 



W > j.JNiM^iVPV%iaa«WieBK^ 
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sième est déterminée; donc, la ligne droite considérée 
dans l'espace est tont-à «lait déterminée par deux pro- 
jections. 

Si une ligne droite donnée doit passer par un point 
dont les coordonnées sont x\ y, /, il faudra que les 
projections de la droite passent par les projections du point 
dans le même plan coordonné; les équations cherchées 
seront donc 

« — it' = à'(x — j!') , « — z' = aV —y)- i^oy. n* 47.) 

Uéquation de la surface en général renferme les trob 
variables x , jr et z, dont l'une, z par exemple, est dé- 
pendante des deux autres, lesquelles sont indépendantes 
entre elles. La plus simple de ces équations est celle du 
plan; elle est représentée par 

ax -^ bjr + cz ziz d. 

Si le plan passe par l'origine des coordonnées, on a 
pour ce point, x^ jr, z en même temps nuls; donc,. 
^ = o. L'équation devient , par cette condition , 

. ■ / 

ox + ^J^ + cz = o. 

Dans la droite formée par l'intersection du plan proposé 
ayec le plan des :r;^, oia aura z=so\ l'équation de cette 
droite sera donc 

ax + bjr :=zd. 

On Toit par là aisément de quelle forme seront les équa- 
tions des intersections du plan proposé avec les deux autres 
plans coordonnés. 

Dans un plan parallèle au plan des xjr, et conséquemment 
perpendiculaire aux deux autres plans coordonnés, z sera 
oonstant, par exemple 3s&; un tel plan a donc pour 
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équation z = ^. La ligne d'intersection formée par ce plan 
avec celui dont l'équation est ax + ^ -+• cz = rf se dé- 
termine par conséquent par les deux équations 

aX'^ bjr + czssd et zzs^h, 

ou par la seule équation 

«a: + fty = ^ — cA. 

Quelles seront les équations du plan parallèle aux plans 
coordonnés des jrz et des xz7 

Si le plan doit passer par un point dont les coordonnées 
sont ^, y y ^^ on a, outre Péqnation générale du plan,^ 
encore cette équation de condition 

aa/ -j- by + cz' = if ; , 

on en tire l'équation cherchée 

a(x — x') + b(jr—y) -|- c{z — z') = o. 

Quelle est l'équation du plan passant par deux points 
déterminés? 

On propose y dans les élémens de la Géométrie analj-^ 
tique, plusieurs problèmes concernant |a position de la 
ligne droite relative au plan. Nous n'en rapporterons ici 
que le;s suivans. • 

Soit donné un plan par l'équation oor -f- ^ *f~ <^^ = ^î 
on propose de trouver l'équation d'une ligne droite qui 
soit perpendiculaire au plan. 

Les projections de la droite cherchée sur chacun de& 
plans coordonnés sont ici perpendiculaires aux lignes d'in- 
tersection du plan proposé avec le même plan coordonné.. 
Or, deux de ces intersections ont pour équations 

eus -i- cz ssz d al bjr 'i' czsad'y 
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donc , en supposant que les projections do la droite soient 

z = mx + fi et i = y^ + /, 

on aura (comparez n^47) 

c e 

• s= - et y =; T» 
a 

Si la perpendiculaire cherchée devait encore passer par 
un point dont les coordonnées sont x' , j/^ z\ les équa- 
tions cherchées seraient 

z^z'=i^(x — j/) et * — / = jCr— y)- 

On en conclura aisément que, si une droite avait pour 
équations z— i' = - (a: — a/) et jb — z'^tCT — J"')» ''^ 

qua^ion du plan qui lui serait perpendiculaire dans le 
point dont les coordonnées sont x'^ j/, /, serait 

z — / s= -^ a(j: — j:') — à(jr — y). 

Les trois plans coordonnés coupent, sur un plan qui n'est 
parallèle à aucun d'eux , un triangle dont les côtés sont 
les intersections de ce plan ayec les plans coordonnés* Les 
projections de ce triangle sur tes plans coordonnés forme- 
ront trois triangles rectangles. En désignant Vaire dutrian* 
gle projeté par S^ et celle des trois projections par A, B/G, 
on prouvera aisément que 

S» = A* 4- B* -f C*. 

On connaîtra la nature des corps ou des surfaces courbes > 
si l'on connaît leurs intersections formées, ou par les plans 
coordonnés mêmes , ou par des plans parallèles aux plans 
coordonnés. G6lle»4à s'appellent seciioBspnnc^ales,celle&^\ 
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sections secondaires oxi paràUkles, et notammeiit celles des 
xjr^ oadesj:;SyOa desj'z, seloD qu'elles sont parallèles 
aux plans coordonnés des xj -, ou des xz^ ou des yz* Mon- 
trons y dans l'exemple ciaivant, comment on saisit la . na- 
ture du corps par ces sections. 

Soit à examiner, par exemple^ le corps qui a pour 
équation 

x' + ^» + jB* = r». 

Le plan coordonné des Xjr donne la section principale 
a:' + j^' = r* ; donc, un cercle du rayon :=r. La section 
parallèle au plan desj^, à la distance z=/, donne 

ar» + y» = r» -. z'% 

1 
encore un cercle dont le rayon = (r* — /•)• . Pour les 

autres sections ; soit principales, soit parallèles > on trou- 
Tera des équations de la même forme. Toutes les sections , 
tant principales que parallèles , étant des cercles , on en con- 
clut que le corps proposé est une sphère. 

On mène aussi par un corps proposé , pour en exami- 
ner la nature; un plan qui n'est parallèle à aucun des 
plans coordonnés , et l'on examine la nature de cette in- 
tersection. Nous ne rapporterons ici que les valeurs qu'il 
faudra mettre dans l'équation proposée pour chacune des 
trois coordonnées , pour obtenir l'équation de la section en 
question, savoir 

X =« <.oos««f- f^.sin«.eos^, 
j* = p.cos«.oos^— • <.sin« — û, 

z = t'.sin^, 

oii I et i' représentent les coordonnées de la section, ç 
l'angle compris entre le plan coupant et le plan des ay^ 
tt l'angle compris entre les axes des x et des t, qui sont 
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sitaés tons deux dans le plan des jç^ , et a la perpendf* 
cnlaire à Paxe des x^ depuis Porigioe jusqu'à Paxe des t. 
Enfin y pour la recherehe de la nature d'un corps, on 
emploie la transfokmation des coordonnées. Nous ne rap- 
porterons ici que les valeurs àe x^ j^ Zj lorsque lesnoo- 
Telles coordonnées /, u, i^ sont aussi rectangulaires et 
qu'elles ont la , même origine que les anciennes : 

or = al -f- Au -f- ci^i 

z =1 a''t+ b''u+ cV, 

oiiCj by C| a^ y etc., désignent tous des cosinus , saToir: 
a le cosinus de l'angle compris entre les axes des x et 
des i; ble cosinus de l'angle compris entre les axes des x 
et des II ; c celui de l'angle compris entre ceux des x et 
des V ] d entre ceux des y et des t , etc. 

78. Soit maintenant représentée (fig. 18) une surface 
courbe. Soit A l'origine des coordonnées ; soient AB^ AG, 
AD les axes des x, jr^ z\ donc, les plans BÀC> DAD, 
et CAD seront les plans des xj j des xz et des jz. 
On aura alors pour le point R dans la surface, AP = t, 
PM5=r> MR = «. Soit, de plus, PF = Ax = A, 
MN =M'N'=QQ^=4r= ^- Qu'on mène, par les cotéf 
du rectangle MM'NN' situé dans le plan des xjTj quatre 
plans perpendiculaires : ceux qu'on aura menés par MN et 
M'N^y parallèles au plan coordonné AesjrZj couperont la 
surface suivant les courbes parallèles E£' et FF^ et ceux 
qu'on aura menés par MM' et NN', parallèles au plan 
coordonné des xz , couperont la surface suivant les courbes 
parallèles GG' et HH^ Ces quatre plans couperont de la 
surface , la portion RR'SS' dont la projection sur le plan 
des a^ sera le rectangle MM'NN\ (Fbjrez n* 77.) 

On a , d'après ce qui précède et d'après le n® 76, 
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= ,-|-^ft4.â!f ±.4. 

I 

I 

Or , on obtient l'expression de N'S', comme l'inspection 
de la figure fait voir clairement, en substituant dans 
Texpressibn de NS, x + àx an lieu de x, ou dans celle # 
de M'R', j" + 47" au lieu de ^. On a donc 

N'Sr ss NS + ^^^ = (d'aiM'ës ce qui précède) 

et de même 

irS' := M'R' 4- ~ 4r = (d'apris les remarq. ci-dessns ) 

On a^ par conséquent, N'S' =/(a: 4- A, j- 4-^) ^ expres- 
sion que nous avons développée au n* 76. 

Voilà donc, prourée géométriquement , Ja proposition 
du n** 76, que 



ùkXÙ^J ùjr^x 



I 
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Qa'on imagine maintenant, au point R de la surfiioe 

courbe, un plan tangent; oelai-«eî sera coupé par les Heux 

plans menés par K, suivant deux lignes droites /perpendî^- 

culaires l'une sur l'autre , qui seront tangentes aux courbes 

dz 
EE' et GG^. D'après le n® 4^» t- = (76) jp. exprime la 

tangente trigonométrique de l'angle formé par QG' pa- 
rallèle à l'axe des x, et la tangente a la courbe GG'; 

— s= (76) q exprime la tangente trigonométrique de l'angle 

formé par PE' et la tangente è la courbe EET. 

En désignant les coordonnées de ces deux tangentes par 
Xf z et jtf z, et lea coerdonaées dn point R , pour les 

distinguer, par ar', y » /, ^d'oi /y = g^, y'-s — j, 
les Rations ds ces deax tangentes aeront de la iorme (4^ 

z-^i ^ll{x — tx!) et « — / = /cr— y). 

La droite qui a pour équations 

s — « = ^(x— X) et s — /=— A(7-«-y) 

est dans le point d'intersection 1L perpendiculaire tant à 
la premftre tangente' qu'à la seconde {^ytz n^ 4? ^ 4^) * 
donc, âuisle point R perpendiculaire' aussi sur le phn tan- 
gent même; par conséquent elle est la normale. 

n suit des équations de la normale que nous venons de 
trouver, d'après le n^ 77, que le plan tangent a pour 
équation 

« - »' ==y(x - y) + g'ijr— y). 

La distance du point de contact R à un point quel- 
conque dans la normale, sera 

=» [(* - /)' + (^ _ yy + (X - x'yy. 



■ f ' ■ **■ 
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on enoms , en yertu des équations précédentes de la 
normale , 

£n y faisant ;e = o ^ on obtient fx>ar la longueur de la 
normale y depuis le point de contact jusqu'au plan des xjTj 

— ;s'. (!+/« + ?'•)•. 
De la CubnUtre des ca^. 
7g. Nous avons démdhtré an n* 76 la proposition 



oà 4^ renferme, outre a: et j", encore A* et ^7-; par 
conséquent y si àx et ùkjf sont supposés fort petits , 4^ 
pourra devenir moindre que toute quantité assignable» 
quelque petite qu'elle soit. 

Soit maintenant, en. même temps, 

A*0 , A*ô 

o& 9 9 aussi bien que «, ne renferment qne x et j^, mais 
4"' et ^'^y outre ;r et jTy renferment encore Lx et aj*. 
Dénoi/Ontrons qu'on a alors 

dx4f 

Pour cela, nous ferons usage du raisonnement du n® 3i4« 
Dans la supposition de 

d*^ ^ d*« 

> « , mettons j— j- = * + /• 1 



dardr ' àxâj' 



mmmm 
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OÙ fif étant de la même nature que «, ne reaferme que 
X et jr. On aura alors , quelle que soit la valeur de ajt 
et 4r (v<grez n** 76) , 

oh r^ renfermant Xj jr^ àx et Aj^, supposé que àx et Ajr 
soient en même temps fort petits , peut deyeair moindre 
que toutequantité assignable. En comparant ayee cela la pre- 
mière supposition, que -^n «4- ^''f on a 

^+fi + ^<^ + 4^\ d'où iB<4.'^^, 

ce qui ne saurait subsister pour chaque valeur de Ax et de z^. 
De la même manière , on pourra prouver qu'on ne pent 

avoir Y~T~^^' ^' ^^^^ ^^^^ V^f suivant l'énoncé du 
problème, on ait 

An moyen de cette proposition, nous allons trouver 
la différentielle du volume d'un corps. 
, En désignant par u le volume du corps qut^, ayant pour 
base ( fig* x8 ) le rectangle APMQ dans le plan des pcff 
est terminé par la surface courbe, par les plans ooor* 
donnés dqs xz et des ^;s , et par des plans parallèles me* 
nés par PM et QM, on aura [ax étant =W (78) et 
njr = QQl pour le voluçcie au-dessus de la base AFATQ, 

et pour celui an-dessus de la base APNQ' , 

Ali 

U -i Ar ; 

A^ -^ ' 






donc le volame au-dessuâ de la base PP'MM^ sera 

Au ^ 

et celui au-dçssas de la base QQ'MN sera, 

= — AT (wjr<?« n* 76). 

D'après les mêmes ràîsoniiemens , le yolome an-dessus 
de la base PFNN' sera 

A — bX 
Au . AX 
= AXH : AJ", 

kx AT 

et celui au-dessus de la base QM'N'Q' sera 

Ail 
A — AV 
Ail .AT 

donc, celui au-dessus de la base MAfN'N sera 

A'tt A'tt - 

= AxAr = Atax (76). 

Si; par les points R| R% S 9 S% dans la surface courbe , 
on mène des plans parallèles au plan des xy , on for- 
mera quatre parallélépipèdes qui auront la même base 
MAf NN'^ et dont les hauteurs respectiTCs seront les quatre 
ordonnées MR^ M'R', NS, Ik'S , En multipliant main- 
tenant par Ax^^ les expressions obtenues pour ces quatre 
ordonnées 9 dans le» n®* 76^ 78, on parriendra au yo- 
lume de ces quatre parallélépipèdes ^ entre lesquels la por- 
tion du corps ^ exprimée par AxAj-^est comprisci sup- 

'4 



ai» ^CWWÎEP DES ^B^. 

posé qu'on ^«igptt k^^tt^ 4e« Tïdtmr^ st^fi^moisiit pe- 
tites. Diyisant ensuite par âxA^ les expressions obte** 
nues pour les quatre parallélépipèdes, ainsi que Pexpres- 

sion àLXàjr, et désignant dans ces expressions (comme 

il a été fait au n^ 76) la somme de tous les termes qui 
renferment àx et Aj", par les lett^^ ^'j +'» Vt on ob- 
tiendra les valeurs de 

entre lesquelles - : est compris. £n Tcrtu de la propo- 

sition ci-dessus prouvée , on aura do,9C 

d'il 



dxâjr 



ssiy ou d*us= z,dxé\jr» 



.dtt 
8q. De Pèxpression ^ ^ g=jg, ou --p^=:«(76),ontire 

d^^fl^, ou ^:f=/^, ^ 

11 est clair oue ^ €^t. ici regarc^^ cpmme fonction de la 
seule variable x, et qu'il ftiut prendre IHstégrale seule- 
rx^% 1^1: if^ppprt k ^- ^ pl«»^ on a 

du = êiy.ftix, ou u ao? /47*yidap, 

uua aec^ade intégrale ^ui ne m pcM^rm preMi^ qi^r pf^r 
Mpport à jr^ Done, pour tr^uxer »^c!^^à-difil UiV^li^Wç 
d-un corps», il fao^l multiplier par d« )a ya^r 4f ^ UJiîéç^ 
dei PéquatiAQ dlu corps, ffr int4gre« «4^,. w i:agw4ll9t 
seulement 49 ooin«i« vari«]^» e^itr^t 4eaiK Umi^Of^ d^ ^i il 
faut ensuite multiplier le résultat par ^, et int^rer par 
rap(K>rt kjr entre deux Ui^ites' de cette variabtew Ou par- 



vient ainsi au yohnne du covpt par une intégirattoii double 
mais successÎTe , qui pourra s'efiecluer d'aprës les n^* 5'] et 
soÎTanâ; parce que les intégrales se prennent tjiaqitfe fois par 
rapport à l'une seule des deux variables indépendantes. 

Si Vôn veut prendre la première intégrale fzàx, depuis 
l'origine des coordonnées, oùj: = o, jusqu'à l'intersec- 
tion du plan coupant parallèle à celui des jf^i dans la 
distance indéterminée à l'origine =J^^ il faudra égaler z 
à zéro , dans Péquation d« corps , laquelle sera égatement 
l'équation de l'intersection dans la distance ^^JT 9 et en- 
suite en développer la seconde limite de et. 

Dans les corps o& l'aire d'une section parallèle dans \k 
distance =^ s'obtient par une expression finie , il n'est 
besoin que d'égaler fzAx à cette aire, de rauhiplier par 
àjr 9 et d'intégrer ensuite par rapport à j", entre deux li- 
mites de j^. 

Le lecteur comprendra d'ailleurs que cette dernière mé- 
thode pour trouver le volume s'accorde tout-à-fait avec 
la métbode du n° 55, pour trouver Faire d'une courbe. 
Les exemptes snivana meAtit^nt en plein jour <)e qui a 
été dit ici. 

Comme it est indiSSr^t de regarder l'une ou Patftre 
des trois variables comme la dépendante (76) , il est etk- 
Qove a «envo^ner que la iMrmule pdur l« oubatnre se peut 
aMoi exprimer ainsi 1 

fàyfmiz^ ou fitfjrix. 

Exemple L Soit proposée l'équation de la spbère » 
rapportée au centre^ 



■ ■ Jr* 4. j^ 4** s?' Œc J*. 

On a ici 

.4. 



ai2 GOBATURE DES CORPS» 

( oà X 8eal est à regarder comme rariable) 

= [65, (B) ; 64, exemple \] - (r» — z»— a:*)* 
4.1(1- — j5»). arc /«in = ^ — r^ + C. 

Pour troayer la Taleur extrême de x dans la section pa*^ 
rallèle, dans la distance indéterminée à Porigîne =:;, on 
mettra , d'aprës ce qui précède , dans l'équation de la sphère^ 

jr=-o; on trouvera ainsi j?=: (r*— ;&')*• Si l'on prend 

Pîntégrale trouyée depuis 2rs= o jusqu'à Xsz (/* — «')' , on 

aura - (r^— js"*).-. La seconde int^^le sera donc 

2 35 
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J(r— ,-)a.= îd.'-^ + c 



£n prenant cette intégrale depuis x == o jusqu'à s=±=-f- r, 

jrr' 
on obtient, pour la huitième partie de la sphère, -tc- ; donc y 

pour le Tolume entier de la sphère^, ^^> comme on sait 

déjà par les éiémens de la Géométrie. 

La section de la sphère parallèle au plan des^x, dans 
la distance indéterminée à l'origine = z , étant un cercle 

du rayon =(i^— s')* , l'aire de cette section parallèle 
est =ir(i^ — JS'). D'après ce qui a été dit ci -dessus, il 
faudra multiplier cette expression par djs et intégrer en* 
suite depuis 2=0 jusqu'à x::=-|-r. En multipliant alors 
le résultat par a , on obtient pour le Tolume de la sphère 
la même valeur que ci-dessus. 

Exemple IL Soit donnée l'équation 

ax^ + bf* 4- c»* = '^* 



CCBATUBE DES CORPS. 2l3 

Toutes les sections, soit principales, soit secondaires » 
donnent des ellipses, et c'est à cause de cette propriété 
que ce corps s'appelle ellipsoïde. L'ellipse formée par le 
plan coupant parallèle à celui des xjr,Si pour ses deux 
demi-axes 



f 



\r-r-) «* (-*—)•• 

son aire est (78, exemple II) =1 iUM ..-./On en tire 

l'intégrale 

_ /dz j /«•d*= ; — .=— j + C. 

^«*)* {aby {abf 3(<i6)* 

Or on a, pour la section principale des x%j l'équation 
aa^ -f- ci* = r^y Soh. l'on tire; pour le demi-axe dans la 

direction des %^ i — J ; on prendra donc l'intégrale pré« 

cédente depuis « = + ( — ) jusqu'i js = — T— J . On 

troiiTera par Ui , pour le volume entier du corps considéré > 

â 
4irr* 






En considérant les deux sections principales des xy et 
des x% , on troute pour les trois axes de l'ellipsoïde 



<â\ ($)■ é- 



En les désignant par A, B, G, on obtiendra, pour le to* 



2l4 CUDATOHE DES CORP». 

lume e^^pniué (Mir ïts axes, 

iw.ASC 

En faisant, dans l'équation proposée , as=&==e:^ry 
le corps deyieni une sphère dont le rayon = r, et dont 

le Tolume =? -tsT- j comme nous aTosa déjjà trouvé dans 

Fexemple pré^i^édent. Si seulement a s= ^ = r, le corps 
V<appeUe âph^roide, Gommeiit reoo»iMJtrè'^Q s» iigiife, 
par le moyen des Motions principales et secondaires, et 
quel sera son Tolume ? 

Exemple JII. Soit proposée l'équation im:*+^— cz^^sso. 
On voit aisément, par le n^ J*j , que cette équation appar- 
tient à un cAm» droit dont le sommité^ ^est à l'oitîgliie des 
coordonnées^ et doAt la base est .une ellipse. 

L'ellipse formée par le pUn cpi^pant parallèle au plan 
des xjr^ dans la hauteur = z, a pour ses demi-axes' 



z\ 



donc son aire est éfçale (78) à ?. La seccinde intégrale 

est, en conséquence, ^ *^^» ^f' donne, prise depuis 

, ^^'^^^ - 

z=so jusqu'à Z'j=z% pour le Volume du cône, 



3{aby {aby 



' ; ■• 1 1 ' 



r< : '..1 



•- • i> r 



c'est-à-dire que le volume lh| côÂé,^ depuis le sommet 
jusqu'à la hauteilu* Jy est \égfei au^ xSet» du produit de la 
base (78) par la hauteur, comme on le sait déjà pa^r les 
élêmens de h Céomètrie. * '* ' ' * 



VOUJJtÊ t)fe* CORPS bE RÉVOLOWO». 9aS 

Du F'ohqne d^s corps de révolution, 

Ôi. Supposons qu'une section principale d un corps , 
celle, par exemple, du plan des ^r^*^ et toutes les sections 
qui lui soift parallèles , Soient des cercles, et menons par 
, un point de la surface, dont les coordonnées soient x^ j^ 
JSy deux plans dont l'un soit pérpenuidulairé à taxe des z 
( et ainsi une section pâralfèîe au plan de^ xjr) , et dont 
1 autre |)asse par l'axë des z : 1 intersection de ces deux plans 
perpendiculaires entre eux sera alors le diamètre de la sec- 
tion parallèle , c'est-à-dire du cercle. Désignant son rayon 

I» 
par u , on aura u •= {x^' -j- j^^)" ; cJésîgnàht , àe ffiis, l'îh- 

teréettion du jscb»iid plan ayee le ooi*psy )[»ar u^^/^z)^ 

le ^rps ovfiàîdéré fiera too^-à-ââl détei^îiié par )è ajrt* 

tème des deux équationt 

d'où l'on tire, par l'élimination de u, cette seule équation 
qui appartient au corps, 

Afais on voit aisément i|ue le corps considéré peut être 
re^sO'dë'cèifaniè ^gi^iidré par It rèvoéu^on^^ki courbe qui 
a pour équation u z=,f{z) , autour de l'axe des z. Un tel 
oèirps s'àppettél, i^tir ceb ^ sorps ds réifolution ^u dk rù" 
taiionf et l'axé <ks x.s'iippt^ilè Vaxé de ré^ohuiofi <m de 
rotation. La courbe foi^amt le colrps parr Im révolvtîèa 
^i|»^lle ml^i €àufhe ^éàérairitei 

li/akë du doréle dmii k distance à! l'tMrigine éeê oook*- 
tes tàa:t (^3) , étMit iru^ nii ir[/*^)}*» le Tolttme du 



2l6 VOLCM£ DES CORPS DE RÉVOUmOli;. 

corps de réyolution sera, d'après le n** 80, 

c'est-^-dîre que la différentielle da volume d'an oorp» 
de réyolution est composée da quarré de Fordonnée (u) 
de la courbe génératrice , multiplié par ^ et par la diffé- 
rentielle de l'axe de rérolation. 

Exemple I. Supposons qu'il se tourne une droite autour 
de l'axe des z ; on aura ii=«s + ^- Le corps ainsi engendré 
est, comme on voit, un cône droit qui a pour équation 

jr>+ar« = («s+/S)*, 

oii — exprime la distance de l'origine des coordonnées au 

sommet du cône dans l'axe des s, et « la tangente trigo- 
nométrique de l'angle formé par le côté du cône avec l'axe 
des z. L'intégrale du Tolume sera 

«/(*» + fiydzss^^ + mfi^z* + ^fil'z + C. 

Supposons que le volume soit =0 au sommet du cônci. 

ob Z = , il Tient C = + â~" > ^ ^^^^ * pour le to- 

Inme du cône, depuis le sommet jusqu'à la hauteur z\ 

résultat équivalent au tiers du produit de l'aire du cercle 
(r^;ardé comme base) par la hauteur du cônei comme on 
sait par les élémens de la Géométrie. 

Faisant, dans les équations de la droite, /3=o, c^est-» 
à-dire transportant le sommet du cône à l'origine des coor» 
données, on a pour le volume du cône, depuia le sommet 



/ 
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jusqa'à la hautear jb', 



%^^ 



Exemple IL Qu'il se tourne une dlipse doDl les âemv* 
axes sont a et & ^ ou autour de Paxe a , ou autour de 
l'axe b. Supposant que» chaque fois, l'axe des s soit 
celui de révolution) l'ellipse a » dans le premier caS| pour 
équation 

et le corps ainsi engendré a. pour équation 

aV + ay^ + *V = a^b\ 
L'intégrale du volume de ce corps sera 

^ /(a* - if)dz = év* - IJ x' + C, 

et donne par conséquent , prise depuis js = •(- a jusqu'à 
z = — a^ pour le volume entier du corps » 



3 • 
Bans le second cas, l'équation de Pellipse est 



ii=^(i*-sr, 



et celle de TeUipsoïde ainsi engendré , 

Le volume de ce corps sera = ^ ^ . Par la supposition 



2ît8 yÔLtltE DES ÉORP* bE lîÊVOLCTfOI» 

de b z=. a, chacune des deux surAcéè touiljes detiétil 
une sphère. 

A l'aide de ce qui ^ 'été dit ja^i^viici , le lecteur pourra 
aisément résoudre les problèmes suivansi en se seryant 
des tetttêigtie&feM qui y sont tt)6Utés. 

PPùbthmë u Sup^ototM q^'ii M tourne dlle "^^idlMlé M*»i> 
«Kttaif e ftutour de son al» \ cette Mt»podtk»n dôiifie )^^:^pir. 
On pM»po«6 de troràvCA^ l'éqtiàtîéil du pûtèkùUiide èn^tt^ 
dréy puis de trouver son Tolume compris entre t^'è et 
zz=z%\ et de déterminer en iHéme temps le rapport de 
ce corps à uu cylindre dont la hauteur ss/, et le rayon 

de la base u' zsap^if* ^ 

Supposons qu'une hyperbole , dont Féquation est. . . . 

Il = - (2' «if- 2xiz)* y se tourne autour de son demi-axe a; 

elle engendrera ainsi, Vhjrperboloïde, qui a pour équation 

« 

' a»ic' -î-^fr"* — 2ûb*z — 6^z^ = o. 

Qit»tvfaii<em que^ls «olame4#4ier«k 06 «ovp«> prûd^w 
z = o jusqu'à »fBi-z%e^ r 

Quelles ivdHUtkàiuvtet IftniBi^ sBii? ■ 

Supposons que la courbe considérée au n** 53^ qui a 
pour équation r'u' ^f"^' — 'JP^ Î* sj» tourne autour de l'axe 
des z, c'est-à-dire autour du dlkmètre (dont la longueur 
c=: sr) du cercle appartenant à la courbe (flg. 10). 

On trouvera que le voluœe du corps de révolution ainsi 
engendré est la. en^quîèiiie . partie de Ja s|ihère engendrée 
par la rotation du cercle appartenajit à la courbe. 

Problème 2. ;^upp0déns qu'une parabole ordinaire s^ 
tourne autour de la tangente AH au sommet (fig. 9). On 
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a ici u = — ; on propose de trouver Péquatîon du corps 

ainsi engendré , puis MA iirolume iMft^rts entre :; = o «t 
z = AH = /, et de !• comparer ayêi: le cylindre engen- 
dré par la révolution du rectangle appartenant , AM ^ ao-* 
tour de AH. 

On propose de trouTdi^ les nèmes choses, lorsqu'un 
cercle 9 une ellipse ou une hyperbole se tournent autour 
de la tadigenle au Aoniaieti 

Problème Z, Supposons qu'un cercle, dont le rayon sssfy 
se tourne autour d'une ^^roite dtuée au dehors de la cir^ 
conférence et éloignée da centre de r-|- &• On a ici. . . . 

•'tte % -f* r^ fy^ — z*y j idrt proposé <îe troaterf ?èquàtion 
cfl le Volame dii ooi^ps sinniriaire engeudvë de e^te ma- 
nière. Oa fxropose d^ trouver le^ uiémed thoâës pour une 
^râbde, tiAé elK^se et une hyperbole. 

ftft. NM9 véHMiâ d<e ^oTr que la tubâture dt?s tatp^ de 
révolution dépend d'une seule intégration^ par ttipport 
à l'une des deux Tjllriablêi^ in^é pédantes; de plus, il 
suit du h^ 80 que, par une telle int^ratic^p sî^pl<ç,.#n 
parvient à la cubature de tous, les coicps dont les sections 
parallèles aux plans coordonnés sont des courbes doijit l'aire 
se peut exprimer sous une forme finie. 

Le lecteur aura donc ici une boàne occasion d'augmenter 
ses connaissances àé» eorj>s,'9n ekao^ièant soigneusement 
les corps de cette nature , par l'équation donnée , à l'aide 
du n* 77 , et. en chercbant ensuitCK l^ur voluipe par le 

Pour l'aider dans ces recherches, aussi utiles qu'agréables, 
nous ne proposons ici qi^ l6^> eoirps dont l'équation est de: 
la forme '' 

DimIa.hàMteuriudéleniiHiétt #j la MOtvM» piandlële au 
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plan des a^ est une ellipse dont les demî-axes sont 

et dont Paire est (^3) 

Le Tolame de ces oorpt est, en oonséqoenoe (8o>, 

En faisant, par exemple , f{^ = H — c*^*, on obtient 
le oorp^ considéré n^ 80 , exemple II, oii toutes les sec- 
tions principales et secondaires sont des ellipses. 

L'équation la plus générale des corps dont les sections 
parallèles aux plans coordonnés sont des ellipses, est de 
la forme 

ly"^ + tt'x* = »•, 

oii u, tl j u" sont des fonctions de z. L'ellipse formée 
par le plan coupant parallèle au plan coordonné des xy 
a pour ses demi-axes 

1 i 



(?) « (ï) - 



et pour l'aire , — '- — ; . Le volnme de ces oorps est dono 



h 



u^.ds 



On peut déterminer les fonctions «« «S «% de manière 



qOadratitre dis surfaces courbes. 21 y 

que les secti<Hi8 parallèles au plan des yz^ on à celui 
des xz y soient des courbes données. 

Soit, pour ien rapporter tin exemple, u=sm^ , K'=(m— x)', 
M''x=j^{fn — i)'*. On obtient ainsi Péquation 









qui appartient au ooinr^onoïde que le géomètre Wallis a 
examiné le premier. La figure du corps répond tout-à— 
fait à sa dénomination ; il a , lorsque z = o , pour base 
un cercle du rayon =ry,et il est terminé dans la baq- 
teur » = m psur une ligne droite. Les sections parallèleé au 
plan des j'z sont des lignes droites; par o& l'on yoit que 
ce corps peut être regardé comme engendré par une droite 
qui, sur la circonférence d'un cercle, se meut parallèlement 
au plan des jrz , pendant que l'autre extrémité de la droite 
s'appuie sur la ligne droite parallèle au cercle dans la hau- 
teur =s m. 

Le volume, pris depuis zssio j^squ'à ji = m, est la 
moitié d'un cylindre de la même base et de la même hauteur. 

De la Quadrature des surfaces courbes. 

83. Désignons par s la portion de la surface courbe au- 
dessus du parallélogramme AM (fig. i8) d^ns le plan des 
a^Xf il est clair que , s étant une fonction de x et jr, 
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As 
la partion au-dessus de PM' sera égale h — Aâ?, celle 

A* 
au-dessus de QN sera égale à — Ajr | et enfin la sur&ce 

A'* 
courbe au-dessus de MN' sera égale à - ù^xù^y. {Com- 
parez n* 79.) 



Xk% QVAMAXQRS DES StBFAGSS COOMBS. 

Henons en R u» plan tangent à la mrltoe c<Mtrbef 
les quatre plans menés par MM'^MN» NN'cAM'K'» per-* 
pes4ic«&lAirQ]aieiii a«» plan des xjr , oonpenMil «n paratlé- 
lograwme sur ce plan tangent Formons > de pios^ nn 
triangle STec les points R^ S^ R', situés dans la surÊice 
oourbei et de même ayec lés points. S , R', S, an antre 
triangle ; la diagonale SR' sera alors le côté commun de 
oes deux triangles. Entre le plan tangent et les quatre 
o6tés de ces devz triangles se formeremt ainsi, sur les qaatre 
pians menés par MAf, MN, NN' et M^N', deux traptee9 
et deux triangtes, que nous appelierona ponr nn nMmient, 
pour abréger, le» qmtirepans. 

Cela posé y f I est elatr que la porHov delà snrfaoe que nous 

avons exprimée par --—Aa:^, est plus petite que U 

parallélogramme dans le plan tangent', plus les quatre pans , 
et qu'elle est plu9 grande que la somme des deuirtriangles RSR' 
et Sh'S^. Or, la pr<^eclion du parallélogramme ^ans le plan 
tangent, sur le plan des xjr, est = Aa; . Aj^, 

suc celui desor*, zszàx yà^/^=zàx.y,àjr{i6), 

et sur celui de^jr«i = ^* 15^* ^^V'i*-^*' 
Donb le parallélogramme, compris dans le plan tangent est 

» AJT. Af (i ^p^ -H ^)\ (Vojr^ n* 77.) 

lies projections du triangle RSR', sur les trois plans 
coordonnés des xf^ àesjrt et cTes jts, sont respectivement 

^î^, ^CMH'— MR), ^(NS — MH), 

et les projectîonâ et Pautre triangle RSS"* sont de même 
égales respectivement à 



« 



fia y substitvnm, p^nr MR, M'R% NS .et W'^Mewa 
valeurs développées au n^ 78 , on obtient % ffiw la acmme 
des deux 1ariai»sW »3R' %K ^S&\ 

oi» 4A^Ar repi?4m»to U «oms^o de tous le» terme» d«ii» 
Ifi^uels 4^, 4f QH A«,Ajr |MijS99ut k ivemiair d«|;ré. 

^fin » qWQt »iix quatppf» %m^ que ipou| av^xi» «ppciUcii 
pl^« h^^t \^ quatre pwiii 9 an rpil ais^iomit qi^e ks deux 
triangle» a^s«i bi«« q«A ks ^Dts. trapènea^ ^t ilc m 
OOmpo^esnt iTe^primeroot pv de« pai«»i»goi de 4« el 4^» 
8«p4riQarqs 9, i^ picf mii^e» a»yoir, par lea prod«it« dtis pra^ 
longemens des ordoioQéea entr^ la mrf^m «NNirbei ot. Ia 
pl^Hfi, UngQnt (aS). Notts désignerons» paf qoMéq^iHiW^ L^nire 
de ces quatre pa^A pai^ 4'4^^J^ (d'tprifes le n** 7®, 

On a ainsi 

>(,4^M**r4-4 et-— - <(!+/!• 'ryr + +'i 



de là> comme au n^ 79^^ 

d'* 



dxdj^ 
ou~ 



= (i+/^' + ?n% 



d»5 ssB dor . 4r( I +p*+î') • =(dj:' . d^+ dx' . 4r*+«l*'d^)% 

c'est-à-dire ^ue Is^ différentielle de k surface courbe est 
égale à la racine quarrée de la somme 4es qiiarrés du 
produk des différentiel tes des trois ^ coordonnées, prtses 
deux k ^&9^f 



^ 
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âl4 QUADRâTlJBB DK SURFACES COURBES. 

Le lecteur saisira sur-le-cliaiiip Panalogie de Pexpressioii 
de la différentielle de la surface courbe arec la diffè- 
reutielle de Parc (trouvée n* a6), de même que la conformité 
des méthodes par lesquelles on a trouvé Pune et Pantre 
de ces différentielles. 

On a donc, par ce qui' précède (vqjrez n^ 80) , 

*= fijrfàx(i +p» + ?')• ; 

d'où il suit que Paire de la surface courbe s'obtient par 
Aine intégration double , d'abord par rapport à j: , et en* 
suite par rapport ^jr^en regardant d'ailleurs dans la pre* 
miëre intégration j'y et dans la seconde x^ comme cons* 
tans. Tout cela, jusqu'à la détermination de la constante 
arbitraire, dans Pnne et l'autre de ces int^ralesi est ana- 
logue il la méthode pour la cubature (n* 79). L'exemple 
suivant édaircira cela encore davantage. 

Exemple, Soit donnée Péquation de la sphère, rapportée 
au centre , x* + J* -f- z' = r*. On a donc 

La première int^rale est . 



m^—^y 



i=. r. arc sm = 



('*-J'')'_ 



+ C 



Faisant, dans l'équation du corps, 1 = 0, il vient.... 
a:=i(i*— jr»)*. Prenant, en conséquence, l'intégrale pré- 
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tc^êclente, depuis x= o jusqu'à a:=: + (r»— ;^)* { vq^ez . 

Tir 
n® 79)9 on obtient — . La seconde intégrale devient donc 

et donne , prise depuid j^= jusqu'à j* =s 4- r, pour la 

huitième partie de la surface de la sphère — . Donc, la sui> 

face entière de la sphère est = fyi*v , comme on sait par 
les élénxens de la Géométrie. ' 

D'ailleurs, il est évident qu'on aurait pu prendre la 

première intégrale depuis x = + (r*— jr»)» jusqu'à 

jc=— (r"— j**)*; en doublant ensuite le résultat, on au- 
rait ainsi trouvé anr ; la seconde intégrale f savoir : • • . . 
f^ntàj- es: n^rwjr + C, prise depuis j* = + r jusqu'à 
j^ =s — r, aurait alors donné à la fois la sarfsoe entière 
de lu sphère, savoir: fy^'Tr. 

84* Nous avons trouvé au n^8i pour Péquation générale 
de tôuÀ les corps de ^évolution, 

jf*4-y*='a*, ou i=(tt»— y*)*, 

.^feii'ii est une.ioiMStion de z* Oh auara donc, K.étant.une 
Ibnctipt^ inWMédil^ 4e s> et x une fonction médiate de J(, 
d'après le n* 10, 

j , dr d^ dif 

ds ^^ di4 * djs ' 

Or on a , par l'équation ci-dessus , 

; ' Ax u 



**" (u'-r)-' 



i5 
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dooç» . . ~ 

àx u au 

On a, de plus, ^ 

on trouve dfitic . 



.;, . » — z. -* ;. . "» ' •• ♦•I. • i'. ' 1-. 



* # ^ » • / 

On a par ooadégaent à intégrer , 



' • • I • » 




^"^«C' +0 j 



. .. , . - :» ■ T' ' rr, J^ — ' T I 




ày 



■1 > r» 



en prçnai)^ ,^'al^r,d ^;|M*^mièrç intégrale 

entre les limites j^= + ï* et j^ = — ii (puisque Péquar- 
tion descoirps^ de réyo]i|ition .donne u' =x^* ^p^v xs=o], 
on obtient, en doublant le résultat, ar. 
liAiécottdeîntigfaki à>làq«ett6l« 4^MMli^ttfrtB#e IttMr- 
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-/•^D'+^S)']'- 



Cest au moyen de cët^ formule qu^ofi troulrWa' la sur- 
face courbe de tous les o^trps de résolution. Voici là-dessus 
quelques exemples.- ,^. 

Exemple J. Soit u^ta-^fi (vajrez n* 8i , exemple l)f 
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de là -j- = «. L'intégrale ^e la surface courbe clu cône 
droit est donc , 

r 

SnppoBiiilt la sQr&cb nidle aa «onanet du oôm; o2i x =: - 



QP a Csp — " (i +.V)% d^ù Toa tine ppur la «nr&ce 
80 ^tte prise depiits le sotiimet jtisqiA'!a1iautèttr 2^, ' 






c*est4-dire ,'^ue cet^ surCàce ' est équivalante à la moitié 
du produit de la circonférence du cercle serrant de 

base, par un çM 4iVLX&9fi),m\^Viîi9$t,déi^ «céPOU.pfùd.tei 
élémens. 

En disant fi=z,o, oi>j^|PfMix.|aâuit£|ifp ^' " 

». 

Exemple IL Supposons qu'une ellipse se tourne autour 
de l'an de ses. déii^-0X||s i .^uer ^ous dé&igpjorpns f^ n e\ l^^ 
Xràrêz n* 81 , c^çn^pleJl.) En r^ardwt ^que foi/; l!aii 
des z comme l^ixe de révolution , on a, dans le cas de 
la rérolution autqur de a y , '"^ , , , 

4 : . » ■ < > A 

«=-(«»_.*')», d'oïl ^ = 7-, 

i5. . 
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l'intégrale de la surface est donc 



!^y(û4_a'x'H-ftV)'dj8, 



ou, en metUnt a*— 6»=c% 



= ?!î^/d*(a^~cV)* (65) 



a' 



En prenant cette int^ale depuis a=ojnsqa'à «=+«, 
et mulUpliant par a, on obtient ponr la surface demandée 

2»*' + — -;arc{8in=-^. , 
fiais si l'eWpse se tourne autour de PaXe 6, on a 

• • • 

^intégrale devient , en mettant W"— *• ^ c\ 



2fra 

il 



^ /diCé^+c*»')* [65, (B)] 



=îî<6* + cV) 



1 . V d« 



[ot faisant , d'après le n» 63, t** + c'«')^ =-«+«, 
et remettant ensuite la talenr de <, en x], 



. . " 



= îf ^64 + C»>f + ^ log ic» 4- (*♦ + «•**)'] + C- 



6' 



/ - 



En prenant cette intégrale depuis « = o jusqu'à « = + « * 
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et multipliant par 2, on obtient pour la surface cherchée 

s 

■ 1 

I N 

Dans l'une et l'autre de ces cleux expressions de la sur^ 

V 

face» le second terme devient -, lorsque a=d ou csso, 

o . 

et reçoit alors pour vraie valeur {vojrez n^ 35, exemple I, 
et n^ 37, exemple III) ti^à*; donc^ la surface.de la sphère 
du rayon ^a devient ^ira^, ainsi que nous avons déjà 
montré n» 83. 

Exemple II L Pour le paraboloïde (vqfez n* 81 , pro- 
blème i), on a 

* 

i i . du p* 

2j8 

L'int^ale de Paire de la sur&ce courbe est donc 

Supposant Paire = o, au sommet ^ il vient C=^ ^ ■ ; 

' o • 2 

donc, Piatégrale déterminée devient 

^[(i'+4*)^-i'']. 

Quelle sera la valeur delà surface » depuis ;b = o )us- 

3p 
qu'à zzss-^, et quel sera son rapport à celle du cylindre 

qui a pour hauteur Pabscisse z, et pour base un cercle dont 

le rayon est égal à l'ordonnée de la parabole génératrice? 

Exemple IV: Supposons qu'une hyperbole^ qui a pour 



I 
y 
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équation m == - (z* -f- 20*)% se tourae autour de son demî- 

axc a, 

X'équatîon du corps ainsi engendré est déjà donnée n^ 81 , 
problème I. L'intégrale de la surface est 

1 

oh c" ^ a* -i- b* ; on pourra int^er cette expression par 
le n» 6J. 

Exemple F. Soit i£=5-x(r» — x')\ {Fçjrez u* 81, ^ 

probiëme i.) 

On obtient , pour l'intégrale cherchée de la surface , 

.^ Adz(2r4 _ Sr^z^ + 4z4)*. 

6 

En y faisant x* = i ■+• g r", il vient 

On exprimera cette intégrale , ou par des logarithmes , 
d'après les n^' 63 et 65, ou par le mojen d^tine série , 

d'après* le n' 67 , en développai^t le radical (^ + 4' ; • 

L'expression de la surface des deux derniers corps de ré- 
iK>lution, comme celle des corps dont nous atons enseigné 
k trouver l'équation et le volume au n^ 81 , étant trans- 
cendante , ne se peut obtenir algébriquement que par ap- 
iproximatioti^ au moyen deê séries* Le lecteur ftera bien 
Vde développer intégrale pour quelques-uns de ces corps. 



y 
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De la Différenciation des équations ânplieites ' 

à deux variahles. 

85. Nous avons traké> pia cemmeii^ment du Calcul 
différentiel, les équations e;j^plicite^ à d$n\« TiOrll^es, 
aont l'ane, savoir la dépendante ^ , .^ tVP^T^ W»k.> 
l'on des membres de l'équation (4) ; parlons maintenant 
de la différràciatûm d^tnç e^pressi^p rà led dQUiL variables 
jr pX X se trouvent mixtes ensemble, c'esl-à-dire parlons 
de Ia différenciation d'une équation implicite a deux va- 
riables. ^ , , ,, 

On a, d'après le n** 6, puisque jr renferme l'indé- 
p»dante 4r , ' ' * 

^^ = i ^"^ "^^^^ ' 

' e ' ^ 

I 

et en désigpiint pir T «ne fonokion ioimééial^ d» y^^ 

wiAUi\A de X, on a, d'après le n*^ to, 

. '.1 

t-rr di .dy' , dY - xiY , 

• - » 

i„ J'Y" 

Mais on obtient -^ f4 "T^ 9 t#^ '^^ règles données au 

CQ9m€pQ6iXVe))f Û\k f^h^l ^ifSrwtiy ».etf il..s'iwsviîA>en 
même temps qu'il faut différencier une fonction impli- 
cite de jr et de :&^de iqanière à regarcler j^ et ^.topt-à^ 
fait coni^me indépendans l'un de 1'alU;re. 

Désignant pour cela, tout généralement , une ^équation 
k deux variables xei jTj par ù = b , on U (d'après le n°' 70) 
pour sa 4ifféreptialle '. . ., * n. 

. «*" =^ 35 ** + 5; <»' = •*• , 
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On en ttre> en diyîsant par dx et mettant /? à la place 



*£. 






du du dtt 



, Exemple. Soit proposée l'équation x'*jr — j^'x ^ ç = o. 
La difi^rentieRe sera (n^ H; 12) 

ax^dor +«^4r~~ 2"Er4r' ^^y*àx = o, 

ou, en diyisant par dx et écriTant p au lien de -p^ 

axy -Ç x^p — :ucjrp — j-» = o. 

Oo Toît par là que la différentielle d'une équation im* 
plicite de 4? et de j* prend la forme suivante , 

Pir4-Q4r = Of ou P+Qp = o, 

V 

•& P et Q sont des fonctions de x et de ^. 

Pour la différenciation ultérieure de la différentielle 
P + Qp = o , qui s'appelle aussi la diffirendeUe prs-^ 
wuère, ou htdiff'éreniieBe du premier ordre, on obser- 
vera qu'on aura^jp étant une fonction de x(i5), 

« 

dp = fdx. 
Or, <m a , F et Q étant des fonctions de x étx C?^* 

ou , a cause de djr = pàx, 

La différentielle de l'équation P + Q/' = û sera donc ^ 
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apric aroir dÏTÎié par ix , 

dP , dP j dQ . dQ , ^ 

La forme générale de la différentielle de la diffiSreiitielle/ 
ou de la différentielle Sjeconde (différentielle du second 
ordre) d'an'e fonction implicite de x et de j'y sera donc 

où P' , Q% Q* , Q* renferment x et jr. 

La différentielle seconde de Téquation considérée ci 
dessus y 

sera y après avoir divisé par dx, , 

On déduira de la différentielle seconde , la différentielle 
troisième, en regardant ^ outre j"6t p, encore 9 comme 
une fonction de x ,. et écrivant d; =rdx (i5). 

Il est aisé d'étendre ces considérations aux différen- 
tielles des ordres supérieurs , et Ton sera en état de déter- 
miner aisément leurs formes générales. 

Le lecteur développera sans peine les différentielles de 
Tordre troisième et quatrième de l'équation traitée ci- 
dessus, x^— jr'x— c = o^ aussi propose-fronde s'exer- 

cer, dans le même but, sur la fonction x(x*4*J^T ^=^c. 

S6. C'est d'une double manière qu'on peut dériver d'une 
équation primitive à deux variables x et J* , uneéqua" 
tion différentielle du premier ordre ^ c'est'-4-dire une équa- 
tion entre x, j^, dx et àjr* Premièrement, c^est la diffé* 
rienciation de la primitive qui donne immédiatement une 
équation différentielle, qu'on appelle aussi, pour cela, iqua* 
tian différeniieUe immédiate (ou complète). Ce genre 



234 DIFFÉRENCIATION DES EQUATIONS IMPLICITES 

d'équations a été considéré au numér<> préoédent. SeooiH 
dément , en éliminant une constante entre l'éqviation pri- 
mitive et Bk diffiér#nti^lle, off parrifmil également à une 
équation différentielle qu'on appelle équation différeniielle 
médiate da premier ordre. 

Soit, p«r exemple, la primitive ax^^jfyvsbjr. La dîf« 
férentielie imniédiate en est 

£n éliminant entre oes den éqnatipns spogessivement 
a et bf on parvient k ces deux équatkms diS^entieHes 
médiates du premier ordre : 

bjr — x^'p^zbxp et aj m^ jf^ :=. axp* 

En éliminât oïl^ aMifltaqitç entre- une é^uatio^ diffé- 
rentielle médiate du premier ordre et sa différentielle ^ on 
obtient une équation différentielle médiate du second 
ordre, et ainsi de suite. 

Ainsi y en éliminant entre chacune des deux équations 
différentielles développées dans l'exemple précédent^ et 
leur diffl§rentie1le , les quantités a et b ^on obtient Inéquation 

« 

équation qui est par conséquent l'équation différentielle 
médiate du second ordre de la primitive €uc — xjr=ibj'. 

Cette éqiiatioy) primitive , ronfennnt deux cMistantes^ 
a doocdens éqiiatioos difiërentielleafliédiates du preidler, 
et raie dtt second! Qrdne» 

De la mènie qMmiëre# une éqaatioi) primjtititf rénSimittiit 
trois constaniçSf auna trois difféjPentes équ«^tions différent 
tieUeA médiates du premier ordre , dont chacnue rei^eme 
dfiUYL Gomstantes; trois dtKiérentes équations* différentielles 
médiates du second ordrQ, dont obacinie retife*jphe Iftie 
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oonstaate; et enfin» une équation différentielle médiate 
du troisième ordce* 

Le lecteur prouvera saut diiBcolté que le nombre dos 
différentes équations différentielles médiates y dans les di- 
vers ordres , d'une équation primitive qui renferme n cons- 
tantes» s'exprime successivement par les ooeffioiena du 
binôme de la puissance n (16}. On propose au lecteur 
de s'exercer sur l'équatiou ax"" «^ bjr'* se ea^f en ei» dier- 
cbant les équations différentielles successives. 

. Il est à propos de remarquer qu'on peut obtenir snr- 
le-cbamp l'équation différentielle médiate^ sans qu'il soit 
besoin d'éliminer une constante entra l'éqoation primitive 
et sa différentielle , si l'on différencie l'équation primitive 
après avoir dégagé bi constante qo^elle renferme^ d^ fOrte 
que la constante se trouve seule à Tiui de^ membres de 
l'équalion. C'est ainsi , par exemple > qu'on déduit de l'équa- 
tion traitée ci-dessus ax — <aty == &y 1. celle-ci ; 



ax — xjr 



h 



jr 

en différenciant^ il vient 

ar — r' — '' axp „ , 

-^ ^^ ^=0, d'où of — ^»— <w?p=o, 

également^ comme nous avons trouvé ci-dessus, pour l'équa- 
tion différentidUe médiate» Voilà ainsi l'équation diiBBèrea- 
tielie immédiate changée en médiate» en la multipliant par 

lé facteur — . Or, la séparation de la. constante dans une 

équation primitivi» peut être regardée, en général» comme 
possible î donc» il est clair que toute équation difié- 
rentielle médiate se peut transformer en. immédiate, en la 
multipliant par un facteur* * '". " 
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Si dans une primitive , comme dans celle que nouS/a;TOii5 
traitée n** 85, x'^j — j^'orssc, la constante qui se trouve 
déjà dégagée , disparaît par la difiérenciation , l'équation 
différentielle immédiate est en même temps l'équation 
différentielle médiate. 

Voilà donc établies, par ce qui précède, ces deux prô* 
positions : premièrement, que toute équation médiate peut 
étr^ changée en immédiate par la multiplication par un 
facteur; secondenient , que toute équation immédiate peut 
être regardée comme une médiate dont le facteur est cons- 
tant; c'est pour cela qu'on appelle toute équation diffé- 
rentielle médiate, par préférence, équation différenUeUe. 

Intégration des équations différentielles immédiates 
à deiix variables, du premier ordre, 

87. Une équation^ différentielle à deux variables x et j'y 
du premier ordre, s'exprime, en général, comttie nous 
avons vu au n® 85, ainsi : 

Pdx -+- Qd^ = o. 

Nous pourrons donè exprimer une telle équation diffé- 
rentielle , si elle est immédiate , par 

Pdx+Qdr=du, 

• \ . 

où u représente la fonction primitive de x et ^ , dont 
Pdx 4. Qd^* est la différentielle. Comme la différenciation 
de la primitive u, à ce que nous avons vu au n* 85, 
s'effectue en j regardant xeij" comme tout^-fait indépen- 
dans l'un de l'autre, il faut envisager u comme une fonc- 
tion de deux variables x et jr, indépendantes entre elles; 
et l'on aura d'après cela, comme nous avons prouvé au 
n** 76, pour les équations de ce genre, 



> 
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premièrement , ^^ = P , ^ = Q , 

d-tt d*i£ dP dO 

et secondement, , ., = , , , on x" = T"» 

Cette dernière équation serTira aussi à reconnaître si ane 
équation- différentielle proposée est on non immédiate (76). 
Quant à l'intégration /de l'équation 

Pdar + Qd^ = d^i 
on a d'abord 

«=/Pdx4-Y, 

o& l'intégâde ne se prend que par rapport kxj Y tenant 
lieu de la constante arbitraire qu'il fiant ajouter k chaque 
intégrale (67) , et qui renferme ici la variable j*. En dif- 
férenciant cette expression par rapport kjr (76)^ il Tient 

du_ dfPdx àY 
ou, puisqu'on a, d'après ce qui précède, j- t= Q, 

de Ut 

dT _ d/Pdx 

d^ "" ^ • 4r • 

et (en inté^ant par rapport k jr) '^ 



< < 






oh l'expression dans la parenthèse, T ne renfermant que j^ 

et T- étant ^= Pj^ne peht contenir quej". 
dx 
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On obtient donc pour l'équation primitive cherchée, 

(On yolt d'ailleurs qu'il revient au même d'ajouter ia 
constanlo arbitraire après la première intégration par np* 
port & 4Pi ^m aprëa- k aaoonde par rapport k jr*) Or, on a 

, Pd^ , d/Pda: 
dP dx dJ: /^ ^, dYPd:r 




.« «* * « 






t j 

Oû a donc 



I f 



• » # * !•«• 



djTl^d» d/Tda? 



OU enfin , (en iaftégrant par rapport a x y 



- rdPj d/PdjT 

On peut, par conséquent, exprimer aussi l'intégrale A^r^ 
chée par 



• • t 



u =/Pd* -h/^ (Q t/^ *«f)- 

Voici quelques)' ëkéih)pWuur 6e .f ue noijts venons de dire. 

\ vjr ( f^^^x^) 
Exemple /. Soit - Ar + ^-^ ; — - djr = o. On a ici 
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\\ ▼îent ' ' 

dP dO —X 






L'équation proposée e$t, par conséquent^ une différentielle 
irainécliate. On a, de plus, 



I • • 



donc, 



r\ 



J 2 a ' . 



, I 1 . « 



c. 






= o. . 



L'intégrale cherchée est donc 

_-*,u,«:ç '4^'i3» o«' > > * * * 'v7r » tw 

- ^^einpfe n. soiï ' ^^^-^r^ 

'Oii a 

• • • ♦ ••■>.»;•' 

_ ' 2ir - — «• 

4f et . ij" - " > 7 , ^qgg ■ Mn^ ^ 

Or, on a 



- 'j* 



f ^. 



* . I 



I > • ' •' 



'f ' » 



■«'»••. > 



/Pd« a= arc (sin = -^ (n" 64 , «6)V' 

dr ^' ,: - -* ■ > ^3y — ' ' 



tfoïitj, t ^ c. i(r^«5 tt*8.) , 



■• ',':'i 
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L'intégrale cherchée est, d'après cela , 



= arc ( sln = —Y 



Le lectear s'exercera encore sar les exemples suivans : 
Exemple JII, ^^ÈEllfàl^^/ 

Exemple IF, '(^' + r)d^4-^r4y^^ 
Exemple F. — ~ j + 4^ [ >4- 






Intégration des équations différentielles médiates à deux 

variables , du premier ardre.. 

» 

88. On pourrait intégrer toute équation différentielle 
médiate du premier ordre , si l'on savait trouver le fac- 
teur qui la change en immédiate (86). Mais il est , m 
général, impossible, du moins d'après ce que nous ayons 
exposé jusqu'ici, de trouver ce facteur. Pour s'en con- 
vaincre 9 désignons par z le facteur appartenant à l'équa- 
tion Pdx -f Qd^ = o ; l'équation par laquelle \V> Êiudrait 
alors chercher x ^ serait ; i 

oa développée, ' -. 

Cette équation différentielle, qui coi^tient, outre x, y 



k 



et;E,«ieoi^ksdeux0oefficieiisdiffi&imtiebpu«Ml0des(^^ 
est du nombre des équatioiis & trois Tariabks , dont il i^e 
s^àgira que plus bas^ aux.n**' loo et loxi 

Il ne reste qu'une seule Toie po\ir Tint^ation des équa- 
tions diférentielles médiates» ttat la séfMiration dei ya- 
riaUes^, mais cette séparation ne saurait s'elleotuev qiye dans 
lé cas o&, dans l'équation Pdx +Qdj^s=sery P^ Miaû bien 
qaeQy est un prodoit de deux facteurs ^ * dont l'un^ ne 
renferme que x et l'autre j-j c^est-i-dire quand l'équa* 
lion différentielle proposée est de là forme 

xYda: 4- rr 4^ — o , 

0& X et X' ne contiennent que x, et T et T ne con- 
tiennent que jr. 

"En dmsant, dans ce cas, Péquation par TX', ôri ob- 
tiendra 

yda:-f-Y-4r==o- 
I . ' . • • • .t 

Cette équation , où les Tariables sont séparées , .est inté- 
grable par la première section du calcul intégriil^ qui 
traite les équations différentielles explicites à deux ya- 
riables. 

Exemple. Soit à intégrer j^dar — «4^ = 0, J3iYi8ant 
parj^x, il vient * ' 



d^ 4?? . 



l'intégrale en est 

logx-^logj-=:l(^c, ou bg-=:log«, 

X 

ou - =: c, ou encore x =3 4?r. 

Une substitutijon coayci^able sert aussi souyetit adonner 

16 
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i une éqttadion clilKmitfelle la forme huli^vée^ fous Ift^ 
qoeDe !• séfiaratioii des tariftUe» detîéot foMMt< Nom 
ferons voir, dant^ eè l|ai «tit, pour qiielq«éft fonoet dêi 
-dqaatkms diSSireiiUenei f ks Mbutiiiitioiif iiAcMMirefli 

Àrtnc ptmUhe, Si /dans l'éqtMition Pdxv-^Q4f stto, 
P et Q sont d«É fenelioiw homogfcnes par i^appor t k x et j^, 
dit cfaf(ré iH, ftf etetilplei il faut hxtejri^Xé», d'04 
l'oiii li^e 4;^ =7 «b^^jfcdx» On parlent par là à l'éqUUtÎMi 

où Z et Z' désignent des fonctions de %. DÎTisant par x", 
il vient 

(Z ^ Z'js)d« -f Z'idJwo. 



« 

On e8ectiM;^a maintenant, en dÎTisant par jr.(Z+Z'z), 
la séparation des yariabtes. 

Exemple. Soit proposée l'équation l^mogène da second 
d^, 

aa^ix 4- (^* — x*)êix = o* 

En mettant jrzszix.M et ({x" = ^ds + jsdx^ et dirisant 
ensaite par x"^, on aura 

«(i + js')dx + x(x* — i)djs = o ; 

de là y en divisant par xz(t -f-^*) » 

dx 1 *^z ^ 

X ~z(i + «"^ '» 

ou, d'après le n^ Sg, 

dx âz asdt. 

X "" x l + JS'' 

On ol)tient donc , pour l'intégrale , 

logx an logis «.^ log(l 4» r) «f^ loge ^ 



r 



^^ ^= ,Ti_,a > P**> en remettant - à la place de z. 

Ferme deuxième. Si, dans PéquAtfOB 

P et Q ne renferment que a:, on mettra jr=:u.Z', donc, 
4f ts£i<dl2 + i;&, o& tt et z sont des fcmcCionff arbitraires 
de X, On obtient 

Mettant dans cette équation udz -|- Puzdx =:o j on aura 
ansffl- jSktft = Qd:i^. De k première de 6es &ux éqnatiÀns 
ou tirerf , en séparant les Tariables, 

dz . «- 

-- + Pda: = o, 

d'oi 

iog2=:— /Pda:, on z=2e'^'^^. 

Cette Taleur de z siAstitnée datas la seconde équation 
jEdii:=Qdj:, il Tient 

c'*""' du = Qdx, 
rfoù 

De là on tiré enfin 

X=.uz^è^-^^{f/^^.Qdx + C): 

On Tolt aisément qu'il n'est besoin que d'ajouter une cons- 
tante à la seconde intégrale qui donne la valeur de u^ 
aiam qu'il a- été fait . oi^deasuë^ &i L'on voulaU dimner 

i6.. 
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une constante aussi à la première intégrale > on aurait 

oo y en mettant C sese «V, 

de lâ> à cause de e «e = i , on tomberait sur la même 
expression de y que ci-dessus. 

Exemple. Soit à intégrer iy '\'-Ax^siX^Ax> On a ici 
Psss-, Qss*"; dmic /Tdc *v / — SB logjr. 



de là 

Yoiçi encore quelques problèmes qui serriront au lec*' 
teur pour Fapplication de ce que nous venons d'exposer 
dans ce numéro. 

Problème i. Soit h intégrer 

{a + mx + njr)àx + (a' + in'x + »0^)4r «= ^ 

On fera d'abord xzssm'j' t^ jrsssfi'^u; en mettant en- 
suite 

a-f- 7iM-f-n/S = o et a' + m'* -f- n'/S=o, 
par oà l'on pourra alors déterminer « et jS, on panrient k 
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une équation homogène , sur laquelle on opérera d'après 
la forme première. 

Dans le cas oJi « et fi deviennent tous deux infinis , ou» 
ce qui revientaau même, si mn'asmn'j il faut recourir 
■k PéquatîondiffiSrentielle proposée, qui derient alors 

dx + — dj* j= o. 

On 7 séparera les variables , en faisant mx+njrzsz. 
Problème 2. Soit à intégrer 

Vy-!dJr + (lJr^dxs=z^Jr^dx, 

oji Py Q) R ne renferment que x. 

Après avoir divisé l'équation par Pj*, on mettra* •• 

^ = z. Oo parviendra ainsi k l'équation traitée ci- 

m .—— n * 

dessus (Jbrme deuxième)* 

Soit, par exemple ^ 

P=:x% Q = J?, RŒar*". 

Problème 3. On demande la condition pour que le fac- 
teur qui change une équation différentielle médiate en im- 
médiate ne contienne qu'une seule des deux variables 
X etjr. 

On a, dans l'équation rapportée au commencement de 
-œ numéro, 

^4^""^di~*\^""4r/' 

dans la supposition que z ne contienne que x , -p = o ; 
donc, 
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-, . i /dP dQ\ j .^ . . 

L'expression Y\\'â 3P y -"^ doit, par conséquent, 

renfermer <|«e ^ 

Qoellç 4era la eendîtÎQn pour qae « ne Moferme que J^? 

On «e «ervÂra, ponr rappUcatfaiOy 4e Féqvatkm déjà 
traitée plus haut , 

ijr 4- fyix c= Qdar. 

ProUkme 4 jSoît i^ropofé deléfterniner , ^deni Péqmliciik 

clr + («r*+PMar = o, 

P, qui est une fonction de x, pour quePéqnatîon derienne 
une équation différentielb jamnédiate, par )ç iactcur 

; — r-TTT:: • oi « et ^8 ne renferment que x. 

Donc, dans cette liypotliëse, Tëquation 

âjr *. (qrl+^dx 



doit être une équation diSërentielle immédiate. 
L'équation de condition 



dar 4y 



, (t^^ZX^^ plus haut} au commencement de ce numéro) td^ue^ 
développée et ordonnée suivant j* (76) , 



de là 






De la seconde équation* on i;tre 



a ax QX a cUr* 

Cette yalear, substituée dans la première équation; donne 
l'équation 

P= I 1 <l'/8 

qui détermine P seulement par fi. 

Soit, par exemple, fi=s:e^, ussx*; donc^ ^sssc f 
on trouYe 



J^'éqniftion 



P = — -^iwH^Cnx' + n— i). 



n 



d^ + ciy^da: = - ar«'"'(nx" 4- n— i)dx 



a 



se change, par conséquent, mr le |aiDteur 



^^x.) 



'('-=*-■) 



en une équation 'différentielle immédiate, dont le lecteur 
pourra trouver l'intégrale par le n^ 87. 

Des Équations différentiettes à deux variables, dupre^ 
mier erdne, dans lesquelles les différentielles passent 
le premier degré, 

89. n arrive souvent que, dans les équations différen* 
tielles du premier ordre, les différentielles passent le pre- 
mier degré. Voyons d'abord, iajaa un exemplie, comment 
les équationsi de ce genre se forment, également que celles 
que nous venons de considérer, par l'éliminatNHi d'une 
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quantité oonstante (86). Soit l'équation primitiTe 

dont la différentielle 

adjtr — c) =5 3 ^ dj:, ou a/>Cr — 0=~; 

en éliminant c entre les deux équations ; on obtient l'équa- 
tion différentielle 

La méthode pour l'intégration des équations différen- 
tielles de ce genre ae fera connaitse plus clairement par 
l'exemple suivant. 

Soit donnée l'équation 

âjr^ — aMr* = o ; 

dn peut la mettre sous la forme suivante : 

(4f — adx)^{dx + «dx) e= o, 

' En égalant à zéro séparément chacun de ces deux fac- 
teurs et intégrant» on trouve 

j*..ax-4-<^ = o et jr + ax-{'C^ sso. 

Chacune de ces deux intégrales» satisAtisant à l'équa- 
tion différentielle proposée et renfermant une constante 
arbitraire^ sera donc l'intégrale de l'équation différen- 
tielle proposée. En différenciant le produit de|^oes deux 
intégrales » savoir , 

( j- — « + c) (jr 4- ox + c') = o, 
on 'tronve 
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et en éliminant, eotre ces deux équations » l'une des deux 
constantes c et €\ l'autre disparait en même temps ^ et 
l'on arrive; par cela, saccessiTement auK équations 

ijr = adx et dj^ = — adx , 

dont cliacune , élevée au quarré , sera l'équation di£Féren- 
tielle proposée. Ainsi le produit indiqué satisfait ^ k la 
vérité i k l'équation différentielle proposée , mais seulement 
parce que l'élimination de l^une quelconque deft constantes 
fait en même temps disparaître l'autre constante -, il ne 
saurait donc être l'intégrale demandée (86). 

On étendra aisément ces considérations aux équations 
di£Péreniielies, où les différentielles se trouvent àmni*degré 
quelconque. Soit tout généralement n l'exposant le plus 
élevé des différentielles dans une équation qui , après avoir 

divisé par Ax* et mis p k la. place de -p^ sera représen- 
tée par 

/?- + Pp— '+Q/?— + ... +U = o, 

oii Py Q....U sont des fonctions de x et ^. En résol- 
vant cette équation par rapport à^, et désignant ses ra« 
cines par «, /3, y. . « , on obtient, an lieu de l'équation 
proposée, 

(i>— «)(iP— •^)(p — y) =oî 

l'int^rale de chacun de ces facteurs sera l'intégrale de* 
mandée. Le produit des intégrales de tous ces facteurs sa- 
tisfait, comme on prouvera aisément ^ k l'équation pro- 
posée ,'puisqu'en cbassant l'une des n constantes; les autres 
disparaissent par elles-^mêmes. 
La méthode que nous venops de donner étant sujette k 
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toutes les difficultés que la résolution des équations fait 
éprouver^ on emploie souvent avec succës quelques arti- 
fices pskrtieuliers, mais qui lisent trb raranent leiit«-i-' 
£iit ces di£Benltés, oomme on le verra dairénent par 
oe qui sait. 

I« Soit 9 dans une équation différentielle^ jr seulement 
au premier degré , de sorte qu'on ait , en différenciant ^ 

ob Q et R ne renferment que x et jp. En j faisant 
dx^^pdx, il vient 

(P — Q)dj: = Rdp ; 



«o n^Mva maintenant qu'à éltsniner/y entre Vlmîéfjtà^iè 
4Mtte éqnatioii et Féquation dâfférentielle propoaés, poqr 
panremr à l'intégrale «demandée. 

Nous allons examiner en particulier depx formes des 
équations différentielles de cette espèce. 

Forme première. Si Téquation différentielle proposée 
est de la fiprme 

jr=px + V^ 
oh V eflt une fonction de p, on a 

(dP\ 
x + 'T'jdpf â'oit f #tt «îre 

dp 

4p^^0, et en «ème temps jr -f ^r- ?:? p. 
Il véstthe de dpsso que /y^ssc, et fon obtient por «ela^ 
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€D «ttbstituant dans l'équation pi'opoftée Pintégrale ohcrebée, 

G étant ce que devient P en y mettant c à la place de ^. 
Mais en éliminant p entre Péq nation proposée et entrte 

^ + d^ = ^' 

on obtient aussi une équation primitive; cette équation, ne 
contenant pas de constante , ne peut être l'intégrale 
cherchée. Le rapport de cette équation à Tint^ale sera 
exposé de plus près au numéro suivant. 

£arei?i/7/e. Soit jr — pa: 5= n(i +/>')*• On a 
P = n(l+/>*) , -t-ss: .. 



De Péqùalion a: -f- -r- a= a: + ^- — ; = o , on tire 



On Yoit qu'il faut prendre ici le radical du slgoe néga- 
tif, parce que Péqùalion x + ^ — j r= o , de laquelle 

la valeur de ^ a été tirée , n'est satisfaite que dans cette 
supposition ; car il faut prendre le radical de l'équati^ni 

proposée, savqîr (i -f" /'*)*> du même signe partout le 
calcul , daos noljre <»tô , du signe positif* (Comparez n* 53.} 
La valeur àep, substituée dans l'équation proposée, donne 
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équation prîmitive, mais sans constante arbitraire. On a» 
de plus, 

d'oji l'on déduit l'int^rale cherchée, 

r 

^ — c;c ^ n(i +^*)*. 
Forme seconde. Si l'équation difiérentielle estde la forme 

jr^Px + V", 
où P et P' sont des fonctions de j9 , on a 

ou 

Cette équation pourra 3'intégrer d'après le n* 88, forme 
deuxième. 

Exemple. Soit à intégrer jy +JC— -7-; = ® > ou 

'- X a 
^ + - — 7*1 = o« On obtient , en différenciant et en 

mettant pàx au lieu de d^ , 

xâp -_ — 3ad/? 

Or, on a 

t 

L'expression e"^'' *, dans le n"* 88, est donc 
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«__£—, «>•''' «<i±£l\ De plus, on . 
fo^^Qàx dans le n? 88, i<;i 



J 4pKt 



é^_,^=.f(î#):_.-Ji^)![„.65(Ç)]. 



On a don^ 






L'^imliiation âç/i, etitre o6Ue équatioir et 1« proposée, 
donne Pintégrale cherchée. 

II. Soit 9 dans Péquation différentielle proposée > x au' 
premier degré , de manière qu'on ait, en différenciant, 

IkisMit ici dx=s — , il vient ' 

P 



4r(^-Q)=M/'- 



Si Pou en cherche l'intégrale, l'élimination de p entre 
cette intégrale et l'équation différentiel le proposée oonr 
duira à Pintégrale demandée. 

Exemple^ Soit jr^ — ^xjrp — — — ; = o ; on en tire 

x=:il^.-% et dx^^^-f^f + ^^P^-^'r^fï, 
ap Mjp) ap* ^irp)* 

ou en mettant — au lieu de dx. 

P 
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OU enfin 






En prenant d^âbord p^J" 4^jàp=:o, d'où jrpsszc, et 
substituant cette valeur dans l'équation proposée ^ on a pour 
l'intégrale • 

r* — aca» = o. 

■ i < 

En élivBÎnaat p ^ptre i — *— sxo et l'équation pro- 
posée^ on obtient 

• » . ■ • * 



* i 



« • ^ ^1 



éqnation primHive ^ mais qui diSh'e de Fintégrale. [f^<ct)rez 
ci-dessns , (1) forme première^] 

I|I. Si une équation où p se trouvé^ en puijssance pins 
élevée était bomogëne par rapport à X et J", on mettrait 
jr ^=zux , d'où 47" = udx -f- xdw, ou pdx = iidx + xdu ; 
on en tire », 

da: d" ." 

ott A' arosî' ' ' 

^ic^^c,, et yzs^u.e^'^ . 

Pour effectuer cette intégration^ondétermtnera^ an moyen 
de l'équation proposée qui, après la substitution de usr au 
lieu de ^, ne renferme que u et /? , . ou il par p , ou p 
par u, selon que l'un ou l'autre sera plus eonvenable. L'éli- 
mination de p entre les deux valeurs de x et jr, ou entre 






i 



f 



Ptme tfa Pautre de èes. yaleurs et Féqaaiticm proposée j 
dottttera Phitégrs^ <!liêrchée« 

vient 

wp' — ,/^ = I ^v î d'oà ¥ s= ^ 

on a 9 par. conséquent^ 

e 

L'élimination de/>, entre cette équation et la proposée, 
conduit à Flntégi^ale demandée. 

Des Sohiiions particulières et des Courbes enveloppantes. 

90. Nèuè avons tii , n* 86, que toute équatîott dîtfé- 
i^eAtîelle du premier ordre peut être regai'dée' comme for- 
mée par l'élimination d'une coristaote entre .l'équatioti 
primitive et sa différentielle. En désignant , d'après cela , 
Péquatièki pjrimIlSve par ' 

tt =â o, 

et.sa diJféreHtieUqy sj^voiri 3- <1* + j- àj-sxzo (n^SÇ), 
par. 

i 

^n foriaera FéquatioU différentielle,: que non délignc^ 
«^ww par 

w, = o, 
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par la combinaison des équations » =e o et «.' = o» 
Regardai^t maintenant , dans Péquation primitire » outre 
4? ^ jr^ encore c ooonne yariaUe, on aura poite la diffé- 
rentielle de la prim itive 

d» , I d» , , dtt : - • ' ^^. 

En mettant ensuite 

de 

rd'où il suit j- dx + -r- dj^ = t*' == o\ et éliminant c 

entre les équations u = o et -r- =o, on obtient une non- 
'felle équation primitive que nous désignerons pi^r 

i' = o. 

Quoique cette équation , puisqu'elle ne renferme pas c, 
soit différente de la primitive u :^ o ^ elle est pourtant, 
aussi bien que sa différentielle .(l'un^ et l'autre étant dé- 

duites de u := o et de — = o), correspondante avec Péqua- 

I 

tion différentielle ii^=o , déduite de u= o et v!^=so^ car les 

équatiQns tt=o et — ^o^ tt = o et i/s=û ont lieu 

en même temps , d'après ce qui a été dit cî'-dessus. On 
appelle communément l'équation primilÎTe r = o la sohv- 
îion particulière de la primitiye u ss o et de Péquaticut 
différentielle u^=z: o, puisqu'elle s'accorde entièrement 
avec l'équation différentielle u^ s: o ^ sans être identique 
avec la primitive u sso^x c'est-à-dire qu'elle satisfait bien 
à l'équation différentielle ic^ = o , sans être cependant 
son intégrale. 
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Sxetnph, Soit la prtmitîire 

J. — ex — n(i4"P')*=T=^* 

1 

du FIjC 

~_ — or— - ^. 

On tire de -r- =ç o, 

de 



(n* — x*)^ 



{on ne pourra prendre le radical , dans cette taleor de c , 
que du signe négatif , ce qui se Toil quand on remet c 

en -jr- = o (vqjrez n* 89, (i)*, forme première)] ; en met- 
tant cette yaleur de c dans l'équation 11 = 0^ on obtient 



x^p^n^ 



£n <li8érenciant cette équation , on tronye 

P+ T^^i 

et substituant cette valeur de J9 dans Péquation u^zsso, 

on obtient 

» 

jr — (n* — *•)• =0 , 

t 

équation qui est identique ayec Péquation 1^ = o. Donc , 

tion X *^ (^ -«• Jr*)^ SB o y oit V := -o^ satisfaisant k 

«7 
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l'équation difiërentîelle if^= o , est h sobtkm pii|iniliàre 
de utso et de u^ sa o. 

L'intégrale du n® 89 [(0> forme première, exemple) 
est l'équation primitive, ici considérée u=:o« ainsi que 
l'équation diSi^entidle prppoféo nu numéro ^ité est l'équa- 

dP 

tiofl^ «,=w o, Bar Félminatîcq^ de/i entra «4- j^ ;?= o #1 

l'équation différentielle proposés» nous ayons obtenu , an 
numéro cité, lamAm^ éqvftion, savoir csso, que nous 
venons d'obtenir ici par l'élimination de c entré u =^ o 

* cl« 
et -r- = o, 

de 
Dans tonte équation différeAtielle de la forme 

\^ solution |>articuliëre se po^rrl^ trQ]c^yer par le %Qteàr 

' dP 
a: 4- ^sfso; comme qela af6j^ toftf^néçal^fnçat prouvé 

Nous allons considérer maintenant les courbes oorres* 
pondantes au^ équati9ns 11 = o et P ::^ p, 

L'équation 11^=30, qui résultt^ flç u;=^o^et de u'=BOy. 

'est satisfaite par l'équation c ^ o et par sa différentielle. 

dr . 
II suit de \k que les valeurs de /^ = —- , tirées des deux 

équations zi =s o et ip* ss îD sont nécessairement égales entre 
elles pour la même valeur de v. Il en résulte , d'apris le 
n® j[5j que les deiu^ coufbes , dont les équations sont ^=o 
et V = o> auront aussi la même tangente pour la même 
valeur de x. Or, la valeur de p tirée de (^ = o satisfait 
à la valeur de p tirée de i^m^ , pour diaque valeur de c, 
parce que aette lettre n'entre point dans l'équation c^so. 
Donc, les cpurbeâ u==:o et i^^o ont pour chaque va* 
leur dft c, suivant la(piel|e ae ojiangera. anssî k cosvbe. 
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<i=i:0) Ift même tangente, c^«st«^à^<}ife que toutes les 
courbes engendrées par le changement du paraniëtre c , 
ont un point de commun avec la courbe (^ = o , et la 
même tangente à ce point 

On en tire ces deux conséquences : Premiëremeat , on 
peut s* imaginer que toutes les courbes contenues dans 
l'équation u = o forment, par leurs intersections , la 
courbe dont Péquation est v 4sx o. Cest par cette raison 
que la courbe dont l'équation est (^ = i^appelle la 
courbe limite, ou la, courbe enveloppante^ les courbes, 
au contraire, contenues dans l'éouatlon u z^ o , s'appellent . 
les courbes enwloppées. 

Secondement, si n^o représente l'équation d« la ligna 
droite , les lignes droites formées par la variation du para- 
mètre seront elles-mêmes tangentes à la courbe correspon- 
*dante qui a pour équal^ion. v = o ; ou bien, l'équation 
d'uue courbe est la solution particulière de l'équatioi\,de 
4â tangente; donc, toute courbe est la courbe enveloppante 
de sa tangente. 

Dans l'exemple considéré ci-dessus, l'équation u = o ap- 
partient à une ligne droite, et l'équation c = o à un cercle. 
<^. Çfeftc^ isfsra douo^ dans chaque point, touché d^ l'fine des 
df;9ites qfii rés(4tent de tf=;o par la varif^tion de c, 
ou le cercle a chacune de ces droites pour tangente, q^ les 
lignes droites forment , par leurs intersections, le cercle. 

Dans une équation primitive proposée, contenant, outre 
X et j*, encore c et ^(c), on peut au«si déterminer la 
fpncti9q iMéH^mmée (^)> de mi^nière que rdquàtion pri- 
niiiife appartienne ^ une équaAion particulière dotnnée » 
a^vQÎr ; féqm^tionfrâiiliye et U solution particulière ^yant 
pour la même valeur de :i: et j^ te même py on n'aura qu'à' 
égaler lès valeurs qu'on tire de ces équations pour y 
^% p. If^sidèux équ^lioiid obtenue» par la, après en afoir 
cb«!|sé ;r^ CQ))4«iirP9t k la détermination de ^(c). 

17.. 



I 
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Soient données , pour exemple , Féquation primitÎTe 

11 = 0=7* — ^^ — ^ W > 
et la solatîon partlculîb^ 

^ + a:* = n*. 
On * 

jr = cx + f (c) = (n* — «•)• 
et 

p=C= Tj 

de la seconde équation on tire . 

— ne 



X =: 



a\« 



(i+O 



(vqT* Fexemple considéré au commencement de ce numéro); 
substituant dans la première, on trouve 

ç(c) = n(i + c«)\ 

La ligne droite > qui a pour solution particulière 
l'équation du cercle jr* ^x^zn n', aura donc pour 
écraatton 

la mènie que nous aTons trouvée ci-dessus. 
' On voit clairement qu'une solution particulière proposée 
appartient à un nombre infini d'équations primitives us±Oy 
ou que l'équation f^ = o résulte d'un nombre infini de sja- 

Soit r^ardée maintenant , pour exemple , l'équation du 
c^rcl^ ^ -|- â9^ SB n'y comme la solution particulière pro- 



, t A DEUX tAAIABLES. 261 

posée (fwr laquelle bous yenons de détermiiier l'équation 
'de la ligne droite j comme la primitive correspondante 
u =: o). On se propose de déterminer la primitive oorres- 
pondante^ 

Il = o = j^* — c« — ç(c). 

On a y d'après les r^les précédentes, 

jr = (n* — JT")^ = [ca: + ç(c)f 
et 



« 




i' = 


— * 


= 


C 




I 


1 > 








(n*— «»)• 


4 


»[c« + ^(c)]' 


d'où 


















n^ — x^ = 


ex 


+ ♦('?} 


et 












«• 






c» 


on 


n' — «» = ca 


n* — 


af 


1 


'+fwl' 


et " 




• 


- 






, - 






a^zz 


■4 


• 

> 



dé la seconde équation on tire j? ss db -; substituée dans 



la première, il yient 



d'où 






^c) = n« — jrp^. 



On a donc 



Il = O œ: r* — C« fr- n" + -7- zfc — . 

4 a 
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Si Fon en cberche , cl'«prè» le procédé ei^pooé au corn* 
iMno9iMQl de ee naméro» U iolatioii particulière» on 
voit qu'il faut prendre le aigne négttàf. La primitive àstet- 
chée > ayant ponr solntion particulière l'équation du eerete 
proposée , sera dMO 



j^arsar + ii^4. 



T 



Diaprés cela», nne faleftfr dâermîfiiée dé x^ pour la- 
quelle l'équation prîmitÎTe i/ ss o donne la valeur oorrea- 
pondante de jr, indique dans les courbes enveloppées un 
point qui est commun à deux courbes enveloppées con« 
sécutîves l'une a l'autre. 

L'équation u^ss o, qui appartient à toutes ces courbes 
enveloppées I ne peut indiquer la différence de ces courbes 

que par la valeur de ^ = ^ pour le même points parce 

que c n'entre plus dans l'équation; ou les ditTérentes courbes 
enveloppées^ dont l'équation différentielle est zi^=o, ne 
peuvent être différentes entre elles dans un point , savoir y 
pour la même valeur de x et de jr^ que par rapport à p. 
Donc , pour trouver l'équation de la courbe qui joint tous 
ces points I c'est-è^dire pour trouver la co«rbo envelop- 
pante , on n'aura qu'à différencier l'équation z£^ = o par 

rapport k p^ei éliminer /i entre u^ = o et -r— ' = o , pi*o- 

cédé tout-à-fait é^l à celui par lequ^ on a déduit ci- 
dessus l'équation de l'enveloppante w^ = o de l'équation de 
la courbe enveloppée u s=s o. 

Nous appliquerons SUr^e-ehaïap cette méthode pour trou* 
ver la solution particulière d'une équation différentielle 
u^sso à l'exemple suivant. 

Soit M = o 5=: 2XJ'p + n* — J^' + J^!P*' 



On a 
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1 

De -v-'ssoi ^ lire /?ap ^^^. Stihililniifl dww «/ii^ r, on 
obtient 9 pour là solution particiiliëre chercliéei 

Péqnàtion d^un cercle. 

Le lecteur ^exercera encore sur tes probfêmes suivans. 

Probihne *t. On propose de trouver les solutions par- 
ticuli^es dés équations primitives suivantes : 

1 
j^cB <î« 4- a [(i +cy — c), 

X*— 2Ç^ — c* — a* S=B o. 

Problème 2. On propose de déterminer > pour la so- 
tufion particulière 

** 4- J"'— «• = <>, 

la fonction ^(é) dbni Péqbatiim primitive 

Le lecteur fera Jneil de construire pour ces problèmes , 
comme pour les suivans, les figures correspondantes. 

Problème 3. Soit à trouver la solution particuli&re de 
Péqnation différentielle 

±^ + axjrp + (n* — a:*)p' = o. 
PrMème é^ Soit donnée la Hinti$n përtidttUèEe 
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On se propose de troater Féqvation primitife correspon» 
dante de la forme 

r = ^ + ♦W et de U forme f*=:cx^ + f(c). 

Noos rapporterons encore quelques problëmes oii la fooe- 
tion ç(c) dans Péqoation de la lifjpDe droite 

J" = — cjf + ♦ W 

doit être déterminée par des conditions données» pour 
troater ia courbe de la soludon particulière. 

Problème 5. Une droite donnée DE (% 7) d'une Ion- 
gneur donnée ss m se meut en sorte que Fune et 
l'autre de ses deux extrémités D et £ se trouvent toujours 
sur les cétés de l'angle droit A. On dierche la courbe 
engendrée par la droite pendant son mourement. 

Soit A l'origine des coordonnées qu'on comptera sur 
AD et AE. . 

L'équation de la droite est ^ = — ca:-4-6 (n**47)* 
Or X d'après la condition du problème, l'ordonnée à l'origine 

lïlC 

des coordonnées, saToir 6 , est = AD=m . 8inE=: -,. 

L'équation de la ligne droite défient parlÀ 

me 

X^z — cx + 7; 

la solution particulière en est 

% % % 

On construira la courbe, et en décrivant des quatre coins 
d'un quarré, dont le côté soit ssom , comme. eentees, des 
cercles d'un rayon =: m , on comparera avec elle l'aire in- 
terceptée entre ces quatre cercles. 
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On propose de trouter la solution partioatière, si 
l'angle au dedans duquel se meut la droite est un angle 
aigu d'une grandeur doni^ée. 

' Problème 6. Qu'une ligne droite DE (fig. 7) se meuve 
de sorte que la somne de ses distances à Porigine des 
coordonnées A ^ comptées sur les axes des x et des /*, 
savoir, AD 4- A£, soît ^ale à une quantité donnée K 

Faisant AD==c et AE=my rét|uation de la dr/oite sera 



>» 



•^ m ^ 



Or y on a I d'après la condition , c + tn=i & , ou m ^ h^^ c. 
L'équation devient par là 

— ex 



ou en faisant 



S— . 






c — 1 



la solution particulière en est 

(jr — a:)* — aA(ar +jr) + A* = o , ^ 

équation d'une parabole. 

Si la condition était ici m.cs=sa*, ou m^^n ac7 
Problème 7. On propose de trouver la courbe dont 
les tangentes coupent , de la parabole j/^ = ax\ Paire 
constante = m'. Il suit du n** 78 , exemple IV, qu'une 
corde KL (fig. 9) qui rencontre Paxe de la parabole sons 
un angle dont la tangente trigonométrique est = c , et 
, dont la distance au sommet eat =;s, coupe Paire* .... 
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^(*+f)* =="•••• 



dA>ir iPon tite> an fintanl 



(?)-* 



4c» 

Êtanit j'aitlëurs Aï ses , l'équation de la droite KL 
est 

la solation particulière donne 

équation d'une parabole. 

Le lecteur prouTera aiflément, à l'aide du n^ 781 que 
le milieu de KL est en mAme temps le point de contact. 

On propose, de plus, de déiermineir la cokrbe dont les 
tangentes coupent, de la section du cône eu flitoéraly 
Faite c=m\ 

gi. D'après le u® Si , l'équaiion de la norniak d'une 
Qonrbe proposée est 

<t| fi repè'ésentent les citordesméee de la aormdle , J^ y\ 
celles du point de la courbe , par lequel passe là nor- 
male. Si l'on difiérencie cette équation rà y regardièii s^ 
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seul comme Tariable ^ on trouTC , en mettant ^ = j^ y 

On rfnient , d^Éprës le numéro prèsédeiit > la ndutioa 
particulière de la normale par l'élimination àb s^^mùke 
les deux éfjuations {a) et (b), 

Substitukbt la valeur de t^-^;tj tir^ de (&)» «b (ii), on 
obtient; au lieu des équations {a) et {b) , les deux suiTantes : 



et 






les mêmes qu'on « trom^éeé au n^ 5ft , et desquelles ré- 
sulte , comme il a été montré au numéro cité y l'équation 
de la courbe deseratriBS par l'éltmimtion de xf , On voit 
donc par là que la courbe des centres d'une courbe pro* 
posée est la courbe enveloppante de la normale de cette 
courbe , et que cette normale j est tangente^ {Vojr^ n® go.) 
En difig&rwmasii «aMntei^aiit suoœssiTem^tii Je4 équations 

(c) et (rf), divisant ensuite par Ax\ et faisant ^, ==//, 

dê'^*',' ë-*'^ °*"***^* 

d? ^î ! 

d*'~ ^» • 

Soit s Parc dp la courbe des centfés; on a àtn»i ' 

i 
d» == (d«» 4- d/ï*)* (iî« 26), 



\ 
/ 
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OU en dÎTisant par d.v'. 



1 
ds _ /dm* djS'y 



ou y en y suhtiiliiant les expressions que nous venons de 
développer» 

J' ^ (' +p'r • [3p'g" ->'(' +p")] ' 

Mais on parvient au même résultat » en différenciant 
l'expression dn rayon de courbure ^ 

et divisant par dx', en sorte qu'on a 

ds dr .. - 

gp = -^, OU d* = dr; 



d'o& 



5 = r + t\ 



Il çn résulte que pour deux valeurs différentes de r% 
les diflRbrences des rayons de courbure correspondans sont 
égales aux arcs oorrespondans de la courbe des centres; 
en sorte que si l'on désigne par r^ et r^ les rayons de 
courbure ~ oorrespondans à 3^^ et Jif^ y et par s^ et s^ les 
arcs oorrespondans des courbes descentres, on aura toujours 



^-"'•/ = ^ — V 



On voit par là , et par ce qui précède , que l'arc de 
la courbe des centres se poXirra développer sur le rayon 
de courbure, en mettant un fil autour de la courbe des 
centres 9 lequel formera toujours^ pendant le développe- 
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ment y la tangente de la courbe. On appelle pour cela 
la cour]>e des centres/ aussi la courbe développée, et la 
courbe proposée qui se décrit par l'un des bouts du fil 
pendant le dérelopp^neni^ la courbe développante. 

Il en résulte, de plus, que Parc delà courbe déyeloppéese 
pourra exprimer algébriquement, ou, comme on dit aussî^ 
qu'il est reciifiable {voyez n^ 75)9 si Féquati<m de la 
développante est algébrique , parce qu'alors la longueur 
de son rayon de courbure, qui est égal à l'arc de la courbe 
développée , s'exprime de même algébriquement (n* Si). 
Ainsi, par exemple, la déyeloppée de la parabole ordi- 
naire, laquelle nous ayons trouvée n^ 52, est rectifiable. 

92. Pour exercer le lecteur, appliquons, dans ce nu- 
méroet le suivant 1 à deux probités , la méthode exposée 
pour trouver la courbe enveloppante d'une droite donnée. 

Soient menées d'abord de chaque pointM (fig. 19) d'une 
courbé donnée > dont les coordonnées soient ^et^, des 
lignes droites OM à un point fixe O , dont les coordonnées 
soient ettît jS-, soient menées ensuite des lignes droites MS, 
avec lesquelles les normales correspondantes MR enferment 
le même angle qu'avec les droites OM. On se propose de 
trouver la courbe Gc formée par les lignes MS, laquelle 
s'appelle la caustique, parce, que, d'après la nature de la 
lumière , les rayons tombant d'un point luisant O ^nr une 
courbe , sont réfléchis de manière que la normale du point 
d'incidence forme , avec les rayons incidens et réfléchis , 
le même angle. 

Désignons par x' et j' les coordonnées de la courbe 
donnée sur laquelle se trouve le point Mj^ et par x, jr 
les coordonnées de la droite M S et de la courbe Ce. 
. On a ainsi pour équation de la ligne OM (n^ 4?) » 
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dfoi» la tangente (ngonoanétriquc de Pangle entre la ligne 

OMet Taxe des abscûaess ~ = ft ; deUi la tangente tri- 

gononiéliif«t de NAgle entre OM et k normale MR» 

ab p' as ^^,\ At \k enfin , la tangente trigonométrique de 

I — A'n' 

l'angle entre MS et IHixe des abscisses ss /^ fr-. Donc y la 
lïfSm IfS aofa poar éqiutipn 

j'-y-(^:=jJ).(*-«'). 

En différenciant oette équation par rapport à x% eC met- 
tant ^ = j^'y on tire de ces deax éqi}i|tions les deux 



^-^ , o-*y)('-4-y') 

r ' 

Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples suîvans : 
Exemple I. Sott la .courbe proposée une ellipse dont 

Féqoation est rapportée au centre et à ses axes , et dont 

Fexoentricitë est ssc. 

Soit Pun des fojers le point luisant. On a donc 

r' 

^ = 0, «=5*-c, Ass--^_, etc. 
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^71- 



On tniHf e oiSb 



Les rayons seront , pur conséquent , réfléchis de Pnn 
des ffif ef» à P«|itm^ 

Exemple IL Soit la coorbe réfléchissante un cercle 
dont réqaation 

y^-=s ara/ — x'*, 

soit le point luisant à F^trémîté du diamètre* On a ici 

« = Oy /S SB o. 

On obtient, en chassant 3/ des deux expressions don* 
nées ci-dessus pour x et j;, Péquation de la cardioïde 9 
que nous avons considérée n°* 56 et 75. 

Supposons maintenant que les rayons soient paraUëles 
entre eiçpL, et quHls renoontrept perpendiculairement F^xe 
des abscisses ; on a nliop^y copime oi| ypit aiséfixent» V^s^'. 
Les expressions ci^dessus 1 de j: et de^, se changent en 



On en tire 



#.; 



y+ 






On a donc, en représentant par $ l'arc de la caustique, 

d* = Ar(i -^jff (n» 26) = ""^'y^ da/; 
mais on a (fig. 19) , 
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OU y en mettant pour y et x les TaJeurs ci^^dèssus troatéetf,* 

[prenant ici, à cause de ^, Us signe négatif (wtjr. n" 49)1 *^ 

de U 

On a , par conaéqnent , 

d« ss d(MS + MP) ; 
f oii 

X = MS + MP + C 

. . » 

Soient 1% Mir/hfP, aussi bien que V.MSy MV, des 
quantités correspondantes; on a ainsi 

*• — *' = MS'— Mff + MP' - MF; 

c^est-à«dire cfue.Ia différence de deux arcs delà caustique 
pour des rayons parallèles , est ^alè à la somme des- 
différences des ordonnées correspondantes MP et des tan- 
gentes MS. 

Si Pon éleTC en S sur MS une perpendiculaire SQ jus- 
qu'à la normale , MQ «ora , eomme le lecteur prouvera aisé- 
ment, égale à la moitié du rayon de courbure an point M. 

Quelles seront les valeurs de ^ et de jTy lorsque les rayons 
parallèles tombent perpendiculairement sur l'axe des or- 
données.? 

Exemple III, Soit la courbe réfléchissante une para- 
bole ordinairci et soient les rayons d'incidence parallèles 
entre eux et en même temps parallèles à l'axe de la pa- 
rabole. Quelle est la catislîqiie? 
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Si le$ rayons parallèles torabent perpeadicalaireiae&t 
swr Taxe de la parabole) la cansUlfue a pour éqiiatî(»& 

ax / 3 2x \ * 

Exemple IV. Soit la courbe réfléchissante an oerolfr 
<lont l'équation est 

Us rayons toui}>aoit perp^idiculaîremettt «or I'âxo des «* 
L'équation cherchée de 1« caustique est 

Dans la figure i5^ 0¥l est s= i^^ et HR la caustique. 

3r 
L'arc HR est = — , comme on Toit par la proposi- 

lion preuTée généralement ci-desâus, qtfé 

On trouve le même résultat en développant p\ q*, r\ de 

l'équation dotfniôe d« eerble/ét en itft^ant l'expression 

ci-dessus donnée pour d^ , depuis x' =0 jusqu'à xf =zr. 

'' 3fV' 
L'aire HSROH est z=z~^y cqmmc^ on tnmy«ra i» la 

«lêmtf manière pat Pmfégràtîon de j*d*. 

ExefrHpte^ V. Scrît là courbe réfléchîss^ante une cyclôîde, 
\è^ tsjons tombant pérpehdicittlàit'ement ^r fa basé. La 
<ràuj/tique est encore une cycToïdé dont la base édt la moi- 
tié de celle àé lâ^ courbe^ riéflécfhîssante'. 

Stfpp<>sc(te maittttenànrt que lés foy^tni d^incfdetace passent 
par la courbe, mais qu'ils soient déclinés, en sorte que le 
sinus de.Fangle éntr^ le rajoi^ d'inpidence et. la . tangente 
à la courne , dans le point d'incidence , soit au sinus de 
l'angle etkrt te ratyôn détourné ef< la tânj^énté doftinie i : n. 

18 
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On propose de troaTer la oonrbe formée par les rayons 
déclinés , laquelle porte le nom de caustique par réfrao- 
tion (diacaustica)* 

En supposant, comme précédemment , ^ = &; de 

plus, 

^'-±^=»' et [i + A"(i- «•)]• = *% 

on obtient pour Téquation du rayon décliné, comme le 
lecteur trouvera sans difficulté, 

et, de plus, 

. , y(i+y)(y~npT) 

•^ — "^ ^ n Ah' • 

Quelles seront les expressions de ar et jr ^ lorsque les 
rayons parallèles entre eux tombent perpendiculairement 
ou sur l'axe des abscisses, ou sur celui des ordonnées ? 

93. Qu'on s'imagine maintenant que le centre d'un 
cercle se meuTe sur une courbe dont l'équation ^'s=/*(r') 
soit donnée, mais de manière que, conformément à la 
yariation da centre , la longueur du rayon r varie , et 
qu'on ait par conséquent r = ^(â/). Dans l'équation du 
cercle 

y sera donc, aussi bien que r, en fonction de x\ 



k 
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En différenciant cette éqaation par rapport à x\ il yîent 

L'élimination de x' entre les deux équations (a) et (b) 
conduit à une équation entre x et j", qui» d'après le 
n® go y sera la solution particulière de l'équation propo- 
sée du cercle, et qui appartient à une courbe formée par 
les intersections des cercles différens. 

Soit , pour exposer cela sous un point de vue tout gé^ 
néral et en même temps géométriquement (fig. 20) , PC 
une courbe immobile et exprimée par les coordonnées x' 
et jr\ Que l'on roule sur sa circonférence une autre courbe 
MQG^ où se trouve un point donné M. Qu'on mène du 
point Cy.commun à l'une et à l'autre de ces deux courbes, 
une corde CMssr, au point M^ et qu'on décrive de C, 
comme centre ^ un cercle avec le rajon =r. On demande 
la courbe qui j comme il a été dit ci-dessus^ joint tous 
les points d'intersection de ces cercles coupant les uns 
les autres. Gettt courbe s'appelle roulettç^ à cause de son 
engendrement. 

On voit d'ailleurs aisément que la corde MC = r de la 
courbe mobile, se peut exprimer, moyennant son équation , 
par l'^rc MQC; or, l'arç MQC est égal a l'arc PC, si l'on 
suppose que le point M soit en P au commencement du 
mouvement j donc, T est 'aussi exprimé par l'arc de la 
courbe immobile; donc aussi , par les coordonnées de cette 
courbe, c'ést-à-dire par x' et y^ comme il a été déjà dit 
plus baut. . . . 

Rapportons encore, pour faciliter le calcul, les valeurs 
d'e X et de j" , tirées des équations (a) et (é). Les voioi : 

18.. 
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pose le même problème pour la cycloïde , qu'on trouvera 

égale et semblable à sa développante (fîg. 12). 

94* Nous avons vu^ dans le m? 90 , que l'équation pri- 

dtt 
mHîve 1^=0, déduite des équations 11 = et y- r=,o, 

et la primitive u= o, ont la même valeur de p pour les 

mêmes valeurs de x et de jr. Désignons^ comme an n^ 90 , 

la difiTérentielle immédiate de 11 = par u'ssOy et la 

différentielle de u' =0, en ne faisant varier que v , par 

Au' 

— . de = o. L'équation différentielle forndée par l'éliminar 

tion de c entre les équations u' =: o et -j* =0, aura donc, 

d'après ce que nous venons de dire, avec l'équation ii'=o 
la même valeur de q, pour les mêmes valeurs àep, x etj"* 
La courbe qui répond à l'intégrale de cette équation diffé- 
rentielle aura, par omiséquent, avec chacune des courbes 
qui résultent de u=3 0, par la variation de «, non-seu- 
lesaent la même tangente ou un contact du premier ordre, 
mais aussi un contact du second ordre. (Vcjrez n^ 5o). 
Soit donnée, pour exemple, l'équation du cercle 

Cr — y)* + (* — ^V = '^• 

Supposons ici que, conformément à la variation du centre, 
dont les coordonnées soient x' et y\ varie la longueur du 
rayon r. Dans cette supposition ; j/, aussi bien que y , 
étant des fonctions de r, savoir : x' ss ^(r) et y =/^('') > 
on aura 

en différenciant par rapport k x etk j^, ï\ vient 

Cette dernière équation , différenciée par rapport a /> 
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donne 

/('•)/' 4- fW = o. .. . (c), 

En chassant r des équations (6) et (c) ^ on paryient à une 
équation différentielle dont l'intégrale a à la fois un con- 
tact dn premier et du second ordre avec le cercle pro- 
posé. Supposant encore qu'ayec l'équation entre x et j^, 
qui appartient à la courbe des centres du cercle , ait en même 
temps lieu l'équation 



= Ax-O + ^t 



et déterminant par là j^ = ^(r) et y' =f(r) , il est vi- 
sible que la courbe correspondante à l'intégrale trouvée 
sera la développante qui a pour développée la courbe* des 
centres , et r pour le rayon de courbure. 

Nous allons appliquer sur-le-champ aux deux exemples 
suivans cette méthode , pour déduire la développée de 
la développante. 

Exemple /. Soit y* = : 

de là 

■ 

da:'~',-,i' ^ ix'-~ 3a ' 

(3«) 

J \ '^' ^ 6(3a)* 

d'oà 
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3 a 



et 

r' » i Ea^{r- c)^- «?]• =/(r) , 

on en tire^ de plus , 

♦'(r)=;-r(''-c) * 



a^ 



et 



I t • ft I 



/(r)=-V(r~c)7^[a^(r-c)^-«ï]*. 

En diTf)op|K|i|t main^n^ le$ ^nations {fi) et (c) , on 
tiw 4^ (c) 



|5(r-c)î=.^(i+i;)j 



substituée dans l'équation {b) , il vient [^jn prenant y==/(r) 
du signe négatif^ f 

On parvient à l'intégrale > comme il a été exposé n^ 89 , 
1} forme 2^ en éliminant /i entre les équations 



et 



jy+x— ^=0.... (d) 



a Q^ eu 



Cette intégrale oomplëte renferme un nombre infini de 
développantes , qui ont toutes la courbe dont l'équation 

est j^' = ^ pour développée; maïs si l'on assigne 

una Talfiur déterminée à la constante o^ cette intégrale » 
qu'on nomme aussi Vintégmle particulière, pour la dis-r 
tinguer de l'intégrale générale, appartient k unedéyelop* 
p^particulière» En faisant c ^3 o , par exemple i on th^ 
tient pour l'int^ale particulière 



j^««(*+f). 



Péquation de la parabole ordinaire , dont nous ayons déjà 
montré 9 au n^ $2, que l'équation proposée est la déve- 
loppée. 

Pour reconnaître de plus près la nature de la cons- 
tante c, et en même temps la position respective des dif- 

férentes développantes > mettons z^=:jr{t •+•/>*)• ; on ob- 
tiendra ainsi , ep chassant/? des équations (d) et {é), l'équa- 
tion primitive 

cil l'ordonnée jr et la normale z représentent les coor- 
données ; on en tire 

Soit (fig. 9) pour une valeur donnée de c^ la développante 
VR; on aura donc RS =^ et RT=:«; soit, de plus, 
AM la parabole ordinaire, qui est aussi du nombre 
des développantes 9 comme nous avons vu plus haut. £n 
prolongeant la normale XR jusqu'en M, et meni^ntMP^ 



aSa IRI^CBâTIOIf DK8 ÉQOktWttS IMPLICITES 

on a 9 comme on sait, PT=-y et l'on voit par la pro- 

portion précédente que la portion MR de la normale est 
= c. Il a^ensuit que dans le sens de la normale on dans 
celai dn rajon decourbore, tontes les développantes sont 
paiement éloignées les unes des autres^ ou qu'elles sont 
parallUe» entre elles ; il fl^ensuit de même que toutes les 
déreloppantes s^engendrent par le développement de la dé- 
veloppée DF (vqxcz n^ 91) 9 en ajoutant an fil , au commen- 
cement du développement, une quantité plus considérable 
ou moindre. Gela fl^acoorde tout-à-fait avec la proposition 
prouvée ci-dessus n* 91 9 que r =:r ^ -f- ^* 

Exemple IL Soit proposé de trouver la développante 
du cercle qui a pour équation y* ^=ia*'^ a/*. 

On a ici 

rs= fl.arcr8În = — J; 

d'où 

/* r 

4/ = a.sin - s= ^(r), y = a.cos- =s=/(r). 

Les équations (b) et (c) sont^ d'après cela, 

(r\ , . r ^ « ' ^ 

y — a.cos - Jj:? + ^ — ' «. sm -= o et cos - =/? . sm -. 

On en déduit, en chassant 

. r ^ r r /. '•VT 
sin - et cos- = | i— (sin-J 1 y 

l'équation suivante 

LSntégijale se forme par Tel imination de/» entre la der- 
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niëre équation et celle qai suit 

jr(i +p^y'=:ap — a.arc(taDg=p) + ac. {yoy. n" 89, II.) 
En faisant arc ( tang =/> ) = « , d*où p = tang t, 
j- = 00s r, ^ — 1 =sin /, on tire de la der- 

nière équation 

j* = â.sin t -— a(f — » c).co8 /, 
et par la aubstitution dans la première^ on trouve 

X = a.cos < «4* ^(^ "^ ^) ^^1^ ^* 

D'ailleurs y on peut obtenir les valeurs de x et de^ im- 
médiatement par la considération de la figure apparte- 
nante (fig. 5). Nous laissons cela au lecteur, ainsi que la 
rectification et la quadrature de la courbe > à l'aide des va-* 
leurs de 

d<r==â(<— cycosf.d/ et dj'ssflC*— c)sîn/.d/. (^.n^^Sg.) 

95. Voici encore quelques problèmes par lesquels le 
lecteur s'exercera sur l'intégration des équations différen- 
tielles implicites à deux variables , du premier ordre ^ en 
construisant les courbes appartenantes. 

Problème i. Trouver la courbe ou la sous-tangente est 
constante. On a ici (46) jp = ^ 

Trouver la courbe où la sous-*normale est une fonction 
de X , par exemple , = X. On a ici jy =X , ou j^=Xdar, 

d*où — = /Xdx 4- ^« Le lecteur se donnera lui-même 

des valeurs particulières de X. 

Trouver la courbe où la sous-tangente est constante. On 

a icî^=a^ (46); de là da: = — =^, ou a.logj-ssx-f c. 
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OU log^ = - -f- c , l'équation d'une courbe où les abs* 

cisses sont les logarithmes des ordonnées , et qui s'appelle 
pour cela logarithmique. 
Trouver la courbe où la sous-tangente est =X. On a 

ici —==•=-, et log j^ = / •=•• Qu'on fasse , par exemple^ 

Trouver la courbe où la normale est constante. On a 

ici ^1 +/>')^=^; de tt r-hr'P'^^. oa;«=i£:^, 

OU encore — =^-^^ — j-=dj:, d'où j: + c = — (û* — J"*)* , 

l'équation de cercle. 

Trouver la courbe où la normale est =:X. On a... 

j<i +p-y = X; de là ^=^51=£ll; quelUw ▼•- 

leurs auront lieu pour X=s;i?? {f^<fy» n** 88, forme I). 
Trouver la courbe où la tangente est constante On a 

ici-?: (I -f «•)• = a; de là ^ZI^^l^^ll = dx. 

F y. 

Trouver la courbe où la tangente est ss= X. 

Enfin, trouver la courbe où la normale oo la sous* 
normale, la tangente ou la sons-tangente , sont ^les i 
une fonction de j^* 

Problime 2. Soit donnée une équation qui renferme, 
outre les coordonnées , encore une constante. On propose 
de trouver la courbe qui coupe, sous un angle dont la 
tangente trigonométrique est ssz a, toutes les courbes qui 
résultent de l'équaUon dpnnée en faisant varier la cons- 
tante. 

Menons par un point situé à la fois sur t'ntie des courbes 



a == -^ . , , oup' représente le coefficient différentiel 
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fkmnées et sur ta courbe cherchée, deux tangentes , nne 
à chaque courbe* L'angle formé par ces deux tangentes 
aura la tangente trigonométrique ssua, et l'on trouTcra 

de la courbe donnée , p celui de la courbe cherchée. Apres 
avoir éliminé la eondtante entre cette équation et l'équa- 
tion donnée, on remplacerai^ et x' par jr et x, L'inté* 
grade: de cette équation difi'ér^tielle convient à la courbe 
cherchée qui s'appelle ^ à cause de aa nature > trajeciaircm 

Soit, par exemple > l'équation donnée y :3s, mx\ On 
(^>lient ppnr l'intégrale.^ d'après» le n^ 88, forme I, 



a,lqg 



1 



■ Il ^ H P ■ 'I 

c 



arc 



(ta«g=-^), 



Si l'on transforme, à l'aide du n* 56 , les coordonnées 
rectangulaires en coordonnées polaires , de manière que le 
pôle se trouve à l'origine des coordonnées de la droite 
proposée y et qu'on mette, en conséquence^ j'pfiu^iini 

et j: = w.cos tj d^où - = tang « et « = arc f t'ang=:r-j , 

il 
l'intégrale devient a.log-"=<, Téquation de la spirale 

hgarithndque, qui }om%%f d'âprèa cela^ ôq la propriété de 
eooper toujours le raym» vecteur, qui luî^méne est la 
droite proposée, sous un angle constant,, dont la tangente 
trigonométrique eat =;«, ^ 

Si ïangle donné est droit, an a tf =:r- eîf>t=ii^pp\ 

Soit en mèioft» temps l'équation proposée j* = mx . On 
obtient une «Uipse pour la trajectoire orthogonale de 
tou^s. les paraboles os^inaires ei^primées par cett^ équation. 
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La trajectoire orthogonale de toutes les paraboles, dont 

Péquatîon est j^* = ntr'^, est aussi une ellipse, comme 
ou tronyera de la même manière. 

Problème 3. On propose de trouver la courbe teUe> 
que les perpendiculaires abaissées de IWiglne des coor- 
données sur toutes les tangentes à la courbe soient égales à a. 

G)nstruÎ8ons » pour faciliter le problème , une courbe à 
volonté f et menons , k un point quelconque de la courbe, 
l'ordonnée , la tangente et la normale; abaissons , de plus, 
de l'origine des coordonnées , la perpendiculaire = a, sur 
la tangente. On aura alors la proportion suivante : la son»- 
tangente moins l'abscisse est à a comme la sons-tangente 
plus la sous-normale est à la normale, c'est-à-dire 

On a par là 

t 

L'intégrale appartient (d'après le n^ 89} à une ligne 
droite dont la distance à l'origine est = a, et la solution 
particulière qui répond aussi au problème, en tant qu'il 
est exprimé par une équation diflfîrentielle (vojr.n^ go), 
donne un cercle dont le rayon = a (90). 

Problème 4* On propose de trouver la oonrbe oh la 
somme «de l'absc i ss e et de la sous«normale a un rapport 
constant à la normale. 

On a ici (46) û(* +JP) =jii +PT> équation ho- 
mogène par rapporta x etiijr, donc à traiter par le 

n» 89, m. 

L'intégrale complète en est «■ + J^ = j- 9 l'é- 
quation d'un cercle. La solution particulière qui satisfait 
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^«ssl aux conditions du problème, donne aV=(i— -^)^^ 
un ensemble de deux lignes droites. 

Problème 5. Trouver la courbe dont la normale est la 
moyenne proportionnelle entre une ligne donnée = a et 
la somme de l'abscisse et de la sous-normale. 

On a ici «(^ +jy) =jr*(i +/>')• On opère plus ai- 
sément en développant JT' ; on trouvera 






dToîi 



aàx — VLjrijr 



(l + oor-j^y 



àx ^ 



une différentielle immédiate; Pintégrale complète en est 

par conséquent \rT+^—Jj =e— ar, équation d'un 

cerclé. La Solution particulière donne l'équation d'une 
parabole. 

Problème 6, Trouver la courbe dont l'arc soit toujours 
la moyenne proportionnelle entre la double abscisse et 
Fordonnée appartenant à son extrémité. 

En désignant l'arc par ^, on a, d'après le problème, 
** = ajfT^. En différenciant , îl vient 

sAs^xij^jàx, d'où (26) (i+p*)'^=Sd:^. 

L'intégrale en est 

1 
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PfiôOhne 7. Trottfcr U oomiie Amt Faro soit prepor» 
tionnel à la racine qoarrée de Fabsctsse. 

Ceit la eydoïde qui répond à cette eonditiéii. (Foyex 
n"* 549prdblëine7.} 

Imtégrmion des équéUi<itns difftrentiètief à dtus variables 

du êeèand 9rdre. 

g6. Noits avons vu, au n* 86, qu'une équation dîffé^ 
rentîelle du second ordre à deux variables peut être re- 
gardée , en général , comme formée par l'élimination d'une 
constante entre une équation différentielle médiate du pre- 
mier ordre et sa diffmntielle, ou, ce qui revient au 
même, par réiimination de deux constante» entre une équa- 
tion primitive et ses diffjbrelitrelles première et seconde. 
On a vu, de plus, au numéro cité, qu'à une équation 
|«tmilive k drâx constantes, conviennent deux équations 
différentielles médiates du premier ordre chacune avec une 
ososUinte, et lâie équation médiate du second ordre dé- 
pourvue de constante. Réciproquement , l'int^rati^n d'une 
équation différentielle du second ordre, conduira à deux 
intégrales du premier ordre , ou à deux inA^ales pre- 
mières, c'est-à-dire à deux équations différ^tjieUes médiates 
du premier ordre, dont cliacune renfernie une constante, 
et à une intégrale seconde, qui est elle-méifie la primitive 
demandée, et qui renfermera deux constoi^tes^» 

L'intégration de ces équations différentielles du second 
ordre è&t sujette encore à de plus grandes djficcdtég qae 
celfe des équations différentielles du premier ordre. Nous 
n'examinerons, dans ce qui suit ,^ que des caspartioiliers, 
en rapportant pour chaque cas un exemple éclaircissant 

I. Soit à intégrer l'équation différentielle explicite du 

d*r 
second ordre , •— s=: X , ou X ne renferme que x, 

Û3r 



. I- ' >\: 



On en tire 'f^ = Xâx\ 6u A:p^%éx • aèîi. .' , 

dx QX ' 



•■ » I 



-f- = fXdx + ^« '^n en Ure , de plus , 

ox ... • , » , , 

ûy a?K ixfXAsB 4. ofloj î et --^a/èr/XdJc + ite.»^ c^. Y 

L intégrale est donc une équation primitiTe qui a l'équa- 
tion différenUelleyrôposée poar Aa'dUEêcsntîdlé ûaunédiate 
d<i second ordre ^ parce que les deux constantes c et c' 
dispat^issent par I4 diSiSrenciation efibctu^ deuit' fois de 
smie.-^ IF^ojrez n** 86.) ,r f: 

dW 
Exemple, -r— = 6ax, 

II. Supposons nue l'équation proposée renferme seule- 
ment Içs (Jeu^ cpeficiens dîïPérèntiefe^^^=y^et ~^=/?, 

de manière qu'on ait ^==P, où P représente une fonc^ 

/..f;0 .''fvn.yj- 'i'ih-: ^f[U '"'Art-' ''J''^ 
tion de p. On a ici , à cause que y = -j£, •p==P,donc 

dar = -^ et djr =pjjkl = ^."fifri'deux intégrales 

satisfont , comme on yoit sur-le-champ, chacune en par- 
ticulier, à l'équation différentielle, et donnent^ chacune^ 
étant une intégrale première , par l'élimination dep, l'în-« 
tégrale Seconde demandée ^ç'est-S-diré^ l'équation primitÎTe 
cherchée contenant les deux constantes c et c', eequi doit 
avoir lieu d'après ce qui précède. 1 



a <:. . .V.^ t 



Exemple. Soit* j =» -, On a ici f = == . 



I 



9 
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En chassant p > l'intégrale chercbéi devient 

8a(jr—c)» = 9(^—0'. 

III. Supposons qae l'équation proposée ne contienne que 
^ et jr, -de sorte qu'on fit jr^sT, oit Y nj» rahaferoM ffoe jr. 

En multipliant l'équation membre a membre par 4;^, on a 

■ • ' ' .j . . . ^ • ' 

ZfZ as T4r y ^'oi V«B tire/ en tptégrant > 

dx 

•l.^^ = /T«ïr + c, ou aî(/T4r^+c)«=^fe 

\ 

On tire de U 



-et X = -T I - 



Voici encore un autre procédé. On a 

.. o. -- , • 

dîr_d£_^ 

L'équation proposée, devient par là 

■ ^ ■ 

-^ssT, on i»dp = T4r. 
De là . , 

^ = /Tdr+c, on g = a'(/T4r + c)'; 
d'oii 






«omnie auparavant. 
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^« û» 

Exemple, Soit y— ^ +^î = ^» Ott a ici Y = y— j- , 

— = -. L'intégrale cherchée en est 

£e«(j7 — <;']!> ss l^cj^ J^ a^. On se ooiivaincra aisément que 
l'intégrale première développée précédemment soit une des 
équations différentielles du premier ordre de cette pri- 
mitive. 
IV. Supposons que ré«}uatioii renferme p , 9 et x. On 

mettra q an lieu de -^. Si l'on peut al^rs int^er l'équa« 

tion différentielle par rapport àp et à ;|:, et que Ton par- 
vienne à tirer de l'intégrale l'expre^ion de j9 en x y on 
ojbtient pour l'int^ale seconde y r= /^d^. ^'il ét^it , 
au contraire , plus aisé d'exprimer x en p par Pintégrale 
première 1^ on prendrait pour l'int^rale seconde ^ 6t^ in- 
tégrant fpàx, par parties (d'après le n* 65) l'^txpressian... 
jr zz=px — fxàp. 

Exemple» Soit ^qx = p. On a 2xd/7 sszpàx , ou... • 

— ^ = — ; de là a^Bsp\ d'où />t=€* .«•. On trouve 
p X 

donc 



L'intégirale cfaercliée est par conséquent 



' . » 



1 2. 
SÇjr — c) = 2C*a:', ou g(jr ^- c^ =ci J^ca^, 

Si l'on voulait tirer de Pintégrale première l'expres- 
sion de X en p f on aurait 

et l'on obtiendrait 

••9 



• * 
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le même résultat qu'auparayant, en mettant ~ c au lien de c. 

V. Supposons que l'équation différentielle renferme p^ 
q et jr. On mettra, k cause que qss-^ et dxss — ^ 

dans* l'équation proposée qss^^, et l'on intégrera par 

rapport k p eikj'.Féa cherchant à déterminer/' par jr^ 
au moyen de l'intégrale première 9 on obtient pour l'in- 
tégrale seconde a: = / —, 

Exemple. Soit/>*+2y^=o. On en tire pê^+^j^àp=sOy 



4r^n3dp c 



c* 



ou — =± ^ ; de là D* =- , ou p = — r» On trouve 

donc y pour l'intégrale cherchée , 



c*J 3c* 



ou 

V 

"VI. Soit à int^rer d^ + adj" . dx + ^dx* = o. Qu'on 
fasse J- = e» ; d'où d^ = e^du , d*^' ::= c"d*w + e«dw*. 
L'équation proposée devient par là 

d'u + du* 4- «dw.d* + Mjp* es o. 

f 

r 

En y faisant, de plus, du = fdar\ d'eii d'=-d/.dx 
on obtient 

dl + /Ma: 4- fl/djr + Mx = o , 
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£'4- at+b 



-f-djr = o. 



£1 q"* 

En mettant maintenant t^ssiit *^^ et b 7-= — m*. 

on trouTe 

Ai . . 

dont l'kitégrale est , d'après le n® 5g, . 

j: = lofl-( -7-T — J : d*où i = -î— -. 

am ^ c\£' + mj ' c*»* — c 

dz 
En y mettant e**** = *, d'où .2,mx :=rz log z et dxss , 

on obtient 

On tire de là 

jeàx c (d»"* — c) 

On. a paf oonséquent, pour, l'intégrale cherchée ^ 

t' • • 

sr ce -^^ ce e 

En désignant les valeurs de f dans l'éqaation ^+at'^b^=.o, 
par n et n\ on a n' ss m , et n = — • wi L'inté^ 
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grale se change par là , en y mettant encore c au lieu àe 
— cc\ en celle-ci : jr =: ce*' + ^«^*» 

En substituant, on peut aisément se convaincre que 
j* = ce"*, aussi bien que jr = cV*, satisfera à Péqua- 
tion différentielle propesée, d*o& il suit que chacune de 
ces deux valeurs, ne contenant qu'une seule constante 
arbitraire, est une intégrale particulière de l'équation pro- 
posée. (F'oxei n* 94.) 

Si 71 s=: n', il yient ^ = (c + c')c", équation qui ne 
renferme qu'une seule constanle , et <|in, par eonséqueiit^ 
n'est pas l'int^ale complète; mais, dans ce cas, on a 
pour l'équation auxiliaire en I, celle-cî : 



d^ 

ou 

I 



r«+<î^=Oi d'oi i'X+csso^ 



4-»J 



x + c 
donc l'intégrale complète 

£dx / r-#-« nx , nx, , . 

= e .e =c.e («-f-c). 

Vn. Sôit k intégrer d^^ + od^dar + bjrdx^tsi irfx* 
où u est une fonction de x. On mettra ^=Xx, dans 
l'éqkiâtion propdisée qui , se déoompos^a alors d'une ma- 
nière analogue à celle du n* 88 , forme II , en ces deux 
suivantes : 

d*« + adzix + tmàx"" fc o, 
et 

adXd* + azàXdx + xd»X = uàx*. 

De la première on tire*, d'après l'équation que nous 
Tenons de traiter. 
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;8 =2 ce** + </e»'^ == V^'» (4 c^f-'O* 4. A , 



011» en mettant n-^ n sizr. 



7T • . t : ■- ' ' ■ ,'»■•'( :^ . I 






. irr : 'i 



En mettant cUns la seconde équation dX =s Sfdx , od 



obtiendra* ^^ - lArf: 



On. en tire (n** 88 ^ forme II) la Yaletir de X'^ et il yient 
ensuite 






X = yx d« s= 



/: 



L'intégration par parties (n* 65} donne , puisque 
^ e^'cx \ — I 



A. SS5 ' > 

On trotiy^^fiÉ*,~âi '^'c^iÀi^t M^i, dènïli^^^s ren- 
fermées 4ans l'expression de X, les coi^tantes ar|>^fç^ires 

me^ m\ et mettant ensuite c et — if atf lieu de' •— ^ ^ 

et de 7 , pour l'intégrale cherchée , 

n — 71 "^ ^^ ' \ 

'. C — - ~+- j 

r =3Xz = ce»* + ce» * + — ^ — ** t^ • 
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Exerp^fcx^Soii^^^^piysszu. On a, ici /o^s??©* à=mF, 

ns=i + my^ — I, 7i'= — m\/^^y n — 7i' = 2mV^ — i. 
£n substîtuaot dans l'intégrale les expressions du n^ Zti\ 

pour sin et cos , ati l^eu. de-^ ~'set de e"" ' *^ ~*, et fai- 
sant c+ c' =r c et |/ — i(c— c') =a c', il rient 

r . . sinmj:/Mda:,cosiiir . 



jrssc.oosmx + c .sinmj?-f' 



r . Mn i M i >,T 



cosiîwr/wATpftiVmx' -j' ii } - '/:. 
m 

97.' Voici' encore quelques prbBTèmés ^^ourTappIîcatrôn 
de ce que nous yenons d'exposer. 

/ ^robfènie,^ i. Trouver la ^urbe^oè J^ rayqn de. CDUi^ 
bure est ^oportionnel |^f cubç^dè ^a^nolmale. 

On a y par les n®* ^B et 61 , 



'* 



i g ^ ^.VS -^ '\ 

d'où / \ V ' ^\, S 

On obtient, d'apnë^ l&ik*!^^^ m» successivement 

V • •>/" ■ 
= H:^t*î **«•* •'^ = ^ 1' 




a - - u 



et' \r*+^c*±a — r.uw" ' ■■■' ;•" ■ > , Pçquatioi]^ d'une section 
conique. 



\ 
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ProMème 2. TrouYer la coarbe oii le rayon de cour* 
bure est constant* • .* 

' On a ici ±.illt^^ 6=41, A Uaîde dun^a6,.II, on 

q 

obtient pour la courbe demandée un cercle du rayon = a, 
Problènfe 3. Quelle est la cpurbç oii le rayon de cour- 
bure est À hi normale comme i ; n? 
On "a; par l'énoncé du problème, 

g n q ^ n 

Par le n® 96, V^on trouye sucoessîyement 

OU , en int^rani . 

log (çr=^») = log (i +/)')* , c'est-à^ire cy-=î=»=(i+/'»)*; 

•de la ^ '"' ' ' ) -^^ ■ - • ■; ' : ' '- ". ' 

dx= ^ ., 

En ayant égard d'abord au signe poshif'dè> l'exposant et 

I dt* 

fai^aàit n ax-, ^n obtieiM: djrqff j ■ .. ; ; > j : de là. 

* 4- ç =^ , . , 

l'équa^on d'une, pafabole.„, ;!.'.,, 

Le lecteur cherchera lui-méâie les courbes ; si l'on a 
égai'd' • au ^igoe négatif et' que l'on fasse en même temps 

/!=;:- et f Jisuite n ?= i . 

'H ''f^ .11)7 ( 11 I , î » • t 



agB iifTÉoaATioH mb équation» implicites 

ProUème 4* Trouver b eourbe ofc le qnarréd* rayop» 
de courbure est proportionnel à Pabscisia 

3 

Oi» a ici ih iLieX afca* . ar^,ou,d'aprèilen*g6,iV, 



ou 9 en intégrant y 



de là 






^ — i a(j!r* 14* g)d3r 

1 
en y mettant x* +c=:z, d'oi x=(«— c)» et das=a(z— c)^;», 

il Tient 

r= / r=<«^4«) +4/ r* 

L'intégrale dn dernier terme ae liOttve à^Paidè du ai" 65 (A). 
Problème 5. Qudie est la courbe dont la caustique ap- 
partenante jouit de la propriété que Tune de ses coordonnées 
soit =a^ supposé, que les i^jons , paraHëles entre eux, 
tombent perpendiculairement sur Taxe des abscisses ? 

On a ici (qa) r 4- —^^ = a et x — - ==: it, 

•J ^- m S 

Il ^est i^uelqiiefiois bon dcregacderi 4ana une équation 
difiérentielle, au lieu de x , une autre variable ou Ifi fonc- 
tion d'une autre variable , comme li variable indépen* 
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dante. Le problëme sniyaiit seryira a. montrer le procédé 
qu'il faut alors suÎTre. 

Problhne 6. Trouver la courbe dont le rayon de cour- 
bure est proportîonMl k b racine qilarrée de Tare. ' 

Si Ton exprimait le rayon de courbure et l'arc, dans 
la supposition de x comme yariabie indépendante (ce que 
nous ayons fait dans ks problèmes ptécédens), l'énoncé 
du problème conduirait à une équation différentielle du 
troisième ordre* La solution devient plus facile, si l'on 
r^arde l'arc s comme la yariabie indépendantep Enumel*- 

tant, dans celte hypothèse, ds &= (d«*+ 4^)^ 9 il "vient 

dx.d^x + ^.ày =2 ùf ou d*^=a ' . 

Mais on a (i5) 

g = -^ = <^"'^^-<^'^'? (,5, .3) 

(en substituant la valeur trowrée p^ur-^), 

_ — d'x(dj:^ 4- 4y') _ — i^x.ds* 
, ^^.àr* ~ 4^.dx^ 

L'élpresèioki du rayoti de courbure, safvoîr : 



r^±iL±jd. 



(a* 5i) 



is 



t 



9e «hatr($e par Ik en 

^^ ds.djr 

Ainsi l'on a, suivant l'énoncé du problème , 

d^.dj* 
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OU [puisque âeèx"" + djr''=As* ou tire Ayss (as* — <3Lp*)*Jf 



On 


en tire 












as 

T— = 

S* 


i d*ar 








el i 


BD intégrant^ 












a* .arcfsin =t 


d7> 


ou 


m 


ix 

— ai 




i 



d'où enfin 




en déreloppanti par le n® 3o, le Un. en série i et inté- 
grant , on obtient x, exprimé par. une série procédant 
suiyant les puissances entières de Parc. 

Remarque» Désignons par u" = o une équation diffé- 
renltielle du second ordre à deux Tariables > eontenant > 

dr d'r 

outre Xy J'y pzn-^y gr-=:_^j encore la constante c. 

(Fojrez n* 90.) 

'En différenciant cette équation différentielle par rap- 

j f 

port à C| on obtient --p-so. Désignons , de plùs^ par 

de 

t^' = 0| Péquation difiiÈrentielle du second ordre, formée 
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par l'élimination de c entre les deux équations u" := o et 

•-r— = O. La primitiTe qui appartient à l'équation diffé- 

rentiellei^'^sso y laquelle nous désignerons par (^=o, 

aura ayec la primitive u = o appartenant à l'équation 

différentielle «''sso, pour une valeur déterminée de j:, 

dV 
les mêmes valeurs de ^", p, j, et en outre de rss-r^ , 

(Comparez n^ 90 et 940 

Les couirbes qui conviennent à ces deux équations u=o 
et i'ssOy dont la premiàre appartient^ aux courbes en- 
veloppées^ et la dernière k la courbe enveloppante ^ ont 
par conséquent , dans ce point , ijion-seulement un con- 
tact du premier et du second ordre > mais aussi un con- 
tact du troisième ordre. 

Le lecteur conclura aisément de quelle forme doit être 
l'équation d'une courbe enveloppante , pour qu'elle ait un 
contact d'un ordre quelconque avec les courbes envelop- 
pées correspondantes; aussi prouvera-t-^n , sans peine, 
k l'aide du n? 90 , qu'on n'a qu'à différencier une 
équation, différentielle du second ordre par rapport à ^ 

dV 

-T^f et à éliminer ensuite ce coe£Qcient différentiel, pour 

o* 

parvenir à la solution .particulière correspondante. 

G>mment pourra-t-on tirer d'une équation différentielle 
d'un ordre quelconque, la solution particulière corres- 
pondante? 

Intégration des équations différentieUes du troisième ordre. 

98. Quant aux équations différentielles du troisième ordre, 

dV 
lesquelles renferment^ outre oi^y ^"9 Pt 9t encore r= — , 

nous ne rapporterons ici que l'ini^égration des trois formes 
suivantes. 



^/ 
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I. Soit rsssXy oii X ne contient qne x. 
On a 8acce83iTeinent 

4^ = X, d.^-^asXdx. ^=nLix + €^ 

d.^^AxfXèx-^càXj ^=JaJr/XdJr^^car+c^ 
ày ca ixfàxfKâx 4» c«dr + ^'«l^> 
^ = fdxfdxfXdx H 4- c^j: + c*; 

Pint^ale troisième cherchée contient donc trots cons- 
tantes arbitraires (vojrez n^ 86; comparez n^ 96 ), et 
réqaation proposée est sa différentielle immédiate da 
troisième ordre (85). 

IL Soit r=,f{q). Puisque rdx=:dq, 8 yient 

da: = ii d'où x= C^' 
on trouTe, de p1us> 

L'élimination de q entre ces deux intégrales donne l'in- 
tégrale demandée 9 qui renferme trois constantes arbi- 
traires. 

Exemple, Soit r^:zjq*, 

m. Soit r^f(p). En multipliant cette équation par 
adw, il tiint (à caiM^de f^:s^^ et de rdç^^^dç) 
qdq = dp,f(p) , d'où l'on tire , en intégrant , 

ou , à cause de 7 = -~ , 

•^ dx 
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J l^ffmp? J Wf{p)ipf 

L'élimination Aé ^p j entre ces deux intégrales , donne 
Pintégrale demandée. 

Exemple. Soit rz=zp''^. 

Nous laissons im lecleur à tifonrer l'intégration des trois 
formes des éqùafioos différentielles de -l'ordre n , 

dx^ ^.' i^~y W""V' cja:»~-' \d«"-V' 
pour quelques conditions particulières. 

Intégration des équations différentielles à deux variables, 

par approximation, 

^ Il reste encore à montrer comment on peut trouTep 
la Taleur dNine intégrale par approximation. 

I. X désignant une fonction de «, on chercbe layalear 
de l'intégrale jr^ssfXàXy «ntre les limites xssa et 
X =z b. { Fbjrez n* 72.) 

Par le théorème de Tajlor (17), on a, si en même 
tempi» X accroît de A et j* de ^ , 

Or, on a, par l'intégrale donnée y 

dr ^ dV dX 

on a donc 

âx 1.2 



• • • 
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Mettons^y 6— -â, au lieu de A, et a, au lieu de :t, et 
désignons les expressions X» -p y j^' • < • % ^.^ clian^ées 

par là, respectiTement par. A> A'» A''. . . On aura alors 
pour k ou pour jr^ pris entre les limités x^=a et x = &, 
la série suiyante : 



i.a 1.2.3 



Cette série sera convergente et donnera assez ^actement 
la valeur demandée àéjr, par un petit nombre des premiers 
termes y lorsque la quantité b — a est fort f^etite. Mais» 
au cas contraire, on décomposera la quantité b — a en un 
nombre ^jrbitraire de parties , savoir en 



— a, «1 — *, «»—«,, b — 



»«> 



et l'on cbercbera ensuite j'ss/Xdo; snooessivement entre 
les valeurs «•-" a, «!—«,.. . . . • etc., par le moyen delà 
série ei-dessus. La somme, de toutes œs ^aleuts partiou* 
Ukres -sera équivalente à la. valeur de jr chercbée entre 
les limites x = a et x = 6. . -^ 

Le lecteur appliquera; sa» difficulté, cette méthode 
pour trouver des valeurs approchées , à l'expression . . , 

X = r> eôtrcr les limites de x = - et x = 7 , 

(i-xr . ' - a ' 4 

c'est-à-dire qu'il cherchera la valeur pour 



arc 



(sin=r^)-arc(sin=i^. 



II. Soit proposé de trouver dans une équation diffé- 
rentielle du premier ordre , où dx et ^X" se trouvent mê- 
lés ensemble , une valpjir approchée de j", entre les limites 
X = fl et X = ô. 
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Eb supposant que j soit = c , lorsque X'=ia y on 
aura y lorsque x = a -f~ ^y 

^=:c + * = e + ^A + 5^.77;+ (17). 

Or, il y a la même relation entre «, c, — qu'entre 

x^ jr^ -^'j on n'aura donc qu'à mettre dans Péquatioit 

différentielle proposée , a au lieu de x y et c au lieu de jTy 

pour en tirer -r-. Mais puisque j- renferme encore c, 

jr se troui^ant, en général, aussi dans l'équation diffères- 
tielle y la valeur chercbée de jr restera indéterminée. La 
quantité c tiendra précisément lieu de la constante ar« 
bitraire. 

D'ailleurs, la série trouvée donnera assez exactement, 
si la quantité ^ = ^ — a est fort petite y la valeur cher* 
cbée de jr y par un petit nombre de termes. Pour trouver 
ensuite la valeur de jr pour une valeur plus considérable 
que hy on pourra mettre a -f- A = a, , c + ^ ^^ <?i > et ^ 
pousser ainsi plus loin l'approximation , par un procédé 
semblable au précédent. 

Exemple L Soit dj* +^dar =rr x"dar. On propose de 

trouver la valeur de jr entre a:=û et x= ^. 

de d*c 

On a -=- = «• — e , -7-- =r m»*"' — û" -|- c, etc. 

On obtient par là 

Il sera bon de cbercber la valeur dé jr par le n^ 88 , 
et de comparer cette valeur avec la série que nous yenons 
de trouver. . 
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Y 

Exemple II, Ajr '^- àx^i^x^'Ax, 

III • Soit proposé de trouver une valeur approchée pour 

jT) daos une équation iliCférentielie du second ordre. 

En appliquant le théorème de Tajlor, comme ci-dessos, 

d'c 
on Urera la viileur de -p-^^^^ i'^u^^>oi^<'iffi^'*c^tici'^P'<^' 

àc 
posée; ifiaif cette valeur sera déterminée p^r cet-p*^ 

deux valeurs tiendront par conspuent lieu de deui oons* 
tantes arbitraires. 

Exemple Ilï. d^jr ^ mx'jrAx* = o . ( Compan n* 96, TI.) 
11 est évident y par ce qui précède y qu'on peut de même 
faire usage du théorèi|ie de T^ylor pour trouver àes valeurs 
approchées de jr dans une équajtion différentielle de l'ordre n, 
et que les n premiers termes de la série rapportée sou» n, 
resteront indéterminés et qu'ils tiendront lieu de n oons- 
tanles arbitraires. 



j 



. \ 
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De Vintégration des équations différerUieUes 

partielles. 

l'oO. lïoas allons exposer y danà ce qui suit, les propo- 
sitions les plus importantes concernant l'intégration des 
équations différentielles partielles. Ceci mettra encore plus 
en éyidenoe ce qui a été dit sur les équations de cette es- 
pèce , aux n®' 76 et sui^ans , et fournira en même telnps 
au lecteur l'occasion d'étendre <se9 rechercbes sur les sur- 
faces courbes. 

Les équations différentielles du premier ordre renfermant 
trois quantités yatiable^, se distilhgutfnt en équations dif- 
férentielles totales et partielles. Les prenrières sont de 
la forme 

àz = pdx -+- qdjr. 

Leur intégration a été enseignée au n® 87 , pour le cas 
que p- et q Tte renferment que x et j". 

Les équations différent ielleè partielleà du premier ordre 
sont des équatîonstelles qu'elles renferment, outre les quan- 
tités Xj y y Zj encore les deux coefficiens différentiels 

partiels — = /> et -j- = 5 (36); ce n'est que des équa- 
tions de cette espèce qu'il s'agira dans ce qui suit. 
Ainsi' soit donné 

Pp + Qy «i R, 

où />s= T-, Î^T-j et oùP, Q, R renfemteot les trois 
variables Xf jr, z. On tire de cette équation 

R-Qî 
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substitaant cette yalear dans la différentielle totale 

A%'ss.pAx'\'qAy (76), on obtient 

, Pdz — Rdar= y(Pclr — QdjT). 

Si Féquation Pdz — Rdx = o ne renferme que z^ x^ 
dz et dx , que Péqnation Yày — Qdx = o renferme sea^ 
lement j*, x, dj* et dx, et que la première soit inté- 
grable par le facteur /• ^ et la dernière par le facteur /«' 
{yoj^. n* 86) I de sorte qu'on ait 

^(Pdz— Rdx) = dii et /(P4;^~ Qdx) = dwS 

il Tient 

du g.iu' . Êtq.du' 

— = ' — r-> ou dii = ^-^— - 

La diflSSrentielle du étant une différentielle immédiate , îl 
faut que^-^^ — en soit pareillement une. On pourra 
donc mettre 

/ — diT ^^^' 

et l'on obtient ensuite y en int^ant^ 

Cela posé, il n'est besoin, pour obtenir Fintégrale de 
Féquation différentielle partielle Vp -f- Q? = R » que de 
trouver, par les deux ^équations 

Pdz — Rdar = o et Fdy — Qdx=o, 

les intégrales u = a et 11' = é , et de mettre ensuite 
tt = f(u'), où p indique une fonction arbitraire. 
De ii = fl, u'^szby II = ^(i«^) , on tire 

If — a=u'-^é, ou II — f(^)=r: a'— ^, 



I 
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une seconde forme de l'intégrale cherchée qai renferme 
deux constantes arbitraires aet b, mais qui , par la fono» 
tîon arbitraire ^ , sont dépendantes Pune de l'autre. 

En différenciant chacune des deux formes de l'intégrale 
cherchée y uss ^(i/) y aussi bien que u «^ p(b) r=zu'^ b ^ 
d'abord par rapport k z et k x, et ensuite par rapport à 
2 et à ^ , et éliminant entre les deux différentielles et l'in* 
tégrale, f (z/) et ç'{u^ dans la première forme, et a et 6 
dans la forme seconde , on retombe sur l'équation diffé- 
rentielle proposée. 

JVIais si l'on éliminait q au lieu de p entre l'équation 
proposée Vp+Qjs^ , et la différentielle dz=/'dx-f ^d^, 
on obtiendrait 

Qdz — R4r =/>(Qd« — Pdj-). 

Désignant les intégrales des équations 

Qdz — R4r = o et Qdx — VAj = o , 

par u" =:za et u' ss b , on aurait , par les mêmes raisons 
qu'auparaTant , pour l'intégrale cherchée, 

En dÎTisant ces deux expressions 
Pdz— Rdx5=jr(Pd^— QAr) et Qd*— R4r^/?(Qdar— P4r) , 
la première par la seconde > il Tient 

Pdz — Rda: = — ? (Qdx — R4r)- 
Si l'on avait alors 

Pd« — Rda: = — et Qdz^R4r=^\ 

A» ^ 

on n'aurait, par les raisons indiquées ^ qu'à mettre 
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Pf 

Uintégraie ohercb^ devient par U 

u = f (O. 

. Il résulte donc, de ce que noss yeopns de prourer , 
que fiour parrenir à l'intégrale de l'équation diffîreotieUe 
Pp-f.Qjjr:=:;Ry il suffit d'intégrer deux quelconques dj» 
troia équations auxiliaires 

Pd;B— Hdir=o, P4;^ — Qdj?=o, Qds— Rd^=o. 

Dans l'intégrale u=iç(u')fOn peut déterminer la ibno- 
tion arbitraire y par la condition que le corps exprimé 
par riut^rale passe par la courbe formée par l'intersec- 
tion de^ deux surfaces courbes dont les équations soient 
de la forme 

/(or, jr, z) = o, F(ar, j-, z) = o. 

En éliminant ent^ les quatre éqc^tiqns 

/(^fj'f «) = o , F(x,jr, s) =q , u' = £ , « = ç{t), 

les quantités x, jr^ js^ on parvient k upe équation 4|ui 
renferme encore t et ^(0 , et qui servira par conséquent 
à déterminer ^(t) par f. 

Les exemples suivant éclairçiron^ ce que nous venons 
de dire. 

Exemple In Soit l'équalion différeptiellQ proposée.*». 
JP — ar^r = o. 

Les trois équations auxiliaires sont 

juLe = Q, j-^r + ^^^ ^ Oj xdf = o- 

r" + X* 
La première donne zssa-^ la seconde donne*^—^- — =6, 
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l'intégrale cherchée est par cètiséc|uent 

En différenciant cette intégrale par rapporta x et à z, 
et par rapport à j* et à z, et désignant d. .7^ ^ ■ ■ ■ ■ par 
^V4-^'), îl vient 

/? = aar^'Cr» + a:') et ^ = aj-^'Ç^* + ^*) î 
de là on tire, en divisant , 

p X 

Péquation diflerentielle proposée. 
L'intégrale se pourra aussi exprimer ainsi 

En diffërericiànt f>ar rapport à z etkXy 6t pai" rapport . 
k zêta jr^ il Tient p = 9.0:, q =: iy. Ces deux équations 
ne renfermant pas les quantités constantes a fX bj on 

"D X 

trouve immédiatement 9 en divisant, - = -, ou/?7^=y:c, 

comme auparavant. 

Quant à la 8ignfificàtit>n géométrique de Fihtégrale trou^* 
vée z = ^(/^ -|- ^') > on a déjà démontré, au n** 81 , 
qu'elle répond à tous les corps de révolution dont l^axe 
de révolution eot celui des z. La propriété exprimée par 
l'équation différentielle py'=:^qx^ convient donc k tous 
les corps de cette espèce. 

Déterminons d'abord la fonction urbitraire par la condi - 
tion que le corps de révolution passe par la circonférence 
d'un cercle qui , mené parallèlement au plan Coordonné 
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des zjTf soit la section formée par. un plan parmllëla a« 
plan des ^, pour x^szh^ avec une spbëre dont le centre 
est à Porigine. Il faudra donc, des quatre équations 

chasser les quantités x^ jf^ z. On obtient ainsi 

A*+^=t, x=^0> A* + r' = '*— *% <>« r»— z*=:^ 
et enfin 

L'équation du corps, pour la condition donnée , est donc 

« = (/*— x»—j*)', ou z»4.ar»+j^ = r», 

Péquation de la sphère. 

En second lieu, supposons que sur la surface d'un 
corps soit située une ligne droite qui passe par l'origine 
des coordonnées, et qui peut donc être regardée comme 
l'intersection des plans 

^ + ^ + c* = û et ar-f-^y-|-c'z = o, 

on qui peut être représentée par ces deux équations : 

z =ax et j^ = a'x (n** 77). 

On obtient , pour l'équation cherchée du corps , 

l'équation d'un oônc droit. 

Exemple Jf. Soit px -f- ^j* = o. L'intégrale en est. . . • 



=♦(0 
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L'intégrale réaulte des équations d'une ligne droite ^ . 

< 
« = a et jr:=.bxy 

m 

si l'on fait a =s ç{b). Le corps correspondant est donc 
engendré par. une droite qui j parallèle au plan des xjr^ 
passe par l'axe des z. Pour la condition qu'un plan mené 
perpendiculairement à l'axe des jTj dans la distance = m 
à l'origine des coordonnées , coupe le .corps suivant une 
ellipse, dont l'équation a*z* + ô*jî* = 4i*ô', il vient 

iXi 



\ 



de U 






L'équation du corps correspondant est donc 

. \^ 

En faisant 6 =; a et j" = m. — j^, on obtient l'équation 
du coinr^onoîde considéré au n"" 8a , oii nous avons déjà 
TU que ce corps est engendré par une ligne droite. 

Exemple III. Soit axp — q[b{a^ — jb*)* — a^] = e. 
La première des trois équations auxiliaires donne i^=:<r. 
La seconde devient par là 



axd^ == ajrix — bàx{a^ — c*)* 



Il ea résulte 



ajr — *(a* — c*)* = (fx. 



L'intégrale cherchée est donc 
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» I 

AT — ^{a«— 0*:=a:.^(c), on o^ — ft(a*-.z')* = a:.f(x). 
Or, cette équation résulte des équations de la ligne droite 

z=3c, et J^ = ^Jc+5(a*— c*)*, 

a a 

si Pon fait </ = ^(c). La ligne génératrice se meut donc, 
parallèlement au plan des jrx , sur la circonférence d'une 
ellipse dont les demi-axes sont a et 6, et dont le centre 
est à l'origine des coordonnées. 

Déterminons la fonction arbitraire par fa condition 
que ce corps, par un plan perpendiculaire à l'axe des x^ 
dans la distance j? = m, à l'origine , soit coupé suiTant 
une ellipse dont les demi-axe» soient a et b', il yient 

^..^ _ à' (a" - zr - b{a' - x')* . 
^{i) = ' ; 

m 



ce corps, terminé par dsux elKpâes parallèles entre elles, 
a fpour équation 

mqjr sac (a* -p- z*)* > (mb -*- éa: -f- b^±). 

Les sections faites par des plans menés perpendiculaire- 
ment à l'axe des x , sont toutes des ellipses. Le volume 
s'obtiendra donc par le n^ 82. 

En faisant V ossOj on tombe sur Péqnation du ooin-^ 
conoïde considéré a l'exemple précédent. 

£n faisant b' =1 b ^ on obtient l'équation du cylindre 
droit qui a pour base une ellipse. 

Le lecteur s'exercera encore, suivant la méme.métlMdey 
sur les exemples suiyans. 

Exemple IF, Soit px ^ ^ ^ t. 

Exemple V, Soit ap '^ bq •=z c. 

ICI. Ce que nous venons d'exposer au numéro précé- 
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dent se poiirra' aussi étendre aux équations différentielle» 
partielles du premier ordre , qui renferment plus de trois 
quantités Yariables. 

Soit , par exemple , z dépendant des trois qvantités 
^> ^f J'y fl^î W»* indépendantes entre ^Ues , on aura 
donc (85) 

dz = ndu 4-pda: + Ç^J > 

oh n^ Pf q ne contiennent que m, a:, j", et où, en 

outre, n^-^y P — ^x' *~4r* ^** Féqu*lion dafé* 
rentielle ilraposée 

Wti + Pp 4. Qîf sss R , 

pu N> P, Q, R sont des fonctions de z, i/, Xy j*. En 
^iminant n entre les deux équations précédentes , il 
YÎent 

Ndz — RdM=/?( N4:c — P^w) + jCNdj* — Qdi/). 
^ Si Iqj» équations 
Ndjz— Rda=o, Wdap — Pdu = o, Nd^ — i^u^f^ 

sont intégraliies par elle»-tuèmes ou par te nîojen des 
facteurs fK , ni^ (a^ de manière qu'on ait 

Ndjr— Pdï£=B'.dT, ]Sclr-Qd«5=i.dU, 

r* /* 

, . Jirdz-Rdi*:=A.dV, 

il vient 

f^ 1/ 

dV=«£'-.dT+2!*-dU; 
dY éUipt iiû une difiéreniiell^ complète , il faut que. • 
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fiîL , dT + ^ dU en ioît pareillement une. On pourra 

donc 9 d'après les notations adoptées au numéro préoé* 
dent, poser 



OU 

"^ ' dT + ï^r .dU =*'(U , T) ; 



Py jrr . ??' JTT_ 



il en résulte donc , ou 

V — ♦m + ^KU), ou V = *(U,T)^ 

Nous Toilà en état, d'après cela, d'intégrer les équa- 
tiens différentielles partielles du premier ordre à trob 
▼ariables, lorsque les coefficiens différentiels partiels p 
et ^ y passent le premier degré. En déyeloppant p 
dans une équation de cette espèce, on a 

P=f{qy ^> J"» *)> 

oh % dépend de x et de 7, mais g de z , de J: et de j*. On a 
donc, comme il est clair par le n** 85, , 

4r~dj«+ dz"dj*'*'dj' dz'dj*'^d2"4r' 

et 

di dar dj8 * àx 

L'équation de condition -^ —-£. («*" 7^) se change par 
là, en y mettant -^-=p, — = f , en celle-ci 

dj^^d*^ do: Aç Ar V V d* 
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Mettant maintenant -p^n, -^=/8, -^^ssy, il 

dz ' dx 4f 



yient 



'-%^+(f-^t>''%*'-t- 



En comparant cette équation à celle que nous ayons 
considérée plus haut, saToir, à NTi+Pp •f-Q?^^^» îl 
fandra changer mutuellement les quantités qui sont jointes 
dans les équations suivantes : 

n—m^p^=sfi, y = y, m=jz;, ^srsq^ x=x^ jri=:jr, 

Les trois éqnations auxiliaires 

Ndx— PdM=o, Nd^ — Qdtt = o, Ndje — Rdusso, 

deviennent donc ici 

Le lecteur déduira sans peine, par la division, ou par 
l'élimination de dz entre deux quelconques de ces trois 
équations, trois autres équations. 

Les exemples snivana serviront k Papplicatidn de ces 
formules. 

Exemple I. Soil /?'» + g» = m\ On a /i = {m^^q^y , 
-p- = -^ = o , v* = ^^ — r* Les trois équations 



/ 
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auxiliaires donnent 

p = djB, m^djr s=: qdz, 2 — -ssro. 

La troisième, intégrée , donne 9 = a; la deuxième devient 
par là m*d^ =s adz , et la première derient »■ — =dx. 

On tire de là ' 

m"(^— é)sssax et — ^ ,'=«. 

En éliminant a entre ces deux équations> on parrient à 
l'intégrale cherchée 

oii 6 ^= f(c) ; elle appartient à un çôhe dont le sommet 
est situé, dans le plan des xjr , suc ane courbe qui a pour 
équation fr = ^(c). 

En différenciant cette intégrale, d'abord par rapport 
à z et à j? , et ensuite par rapport à z et à j<*, et chassant 
alors les deux constantes b et c, on retombe sur l'équa- 
tion différentielle proposée. 

On aurait pu substituer la Taleur q = a, tirée de la 

troisième équation auxiliaire, dans l'équation^ . • • 

izzszpAx "f> jfdjr, qui a lieu en mémo temps ^ et l'on au- 
rait obtenu ainsi 



ds = (m'— «*)• dx 4- ad^y 
d'o& l'on aurait trouvé pour l'intégrale cherchée (0^87), 
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qui appartient k un ensemble de deux plans ; on peut ai- 
séaient se convaincre que cette intégrale satisfait h l'éqna- 
tion ' diffërentielle proposée. 

Considérions maintenant de plus près ^ la relation qui 
existe entre ces deux intégrales que nous venons d'obtenir^ 
et les surfaces qui leur conviennent. 

Soit U = o une équation qui renferme les trois va- 
riables x,j'f z et les deux quantités constantes a et b^ 
4>ù b est donné en fonction de a. En différenciant cette 

équation par rapport à a, de manière qu'on a — izlo, 

et éliminant la quantité a entre les équations U = o 

du 

et -i— =3 o , on voit aisément que l'équation qui en résulte 

et qui est représentée par Y = q | aura U même rela- 
tion avec l'équation U =: o ^ que les deux équations i/ = o 
et f = o du n** go ont entre elles. L'équation V :^ o 
aura donc avec l'éqnation U =0, pour le même «: et^, 
au^si le même jq, p et q , et la surface exprimée par 
l'équation Y = o touchera chacune des surfaces engen- 
drées par la variation du paramètre a dans l'équation 
U = o. C'est pour cela que la surface Y =. o porte le 
nom de surface erweUnppcmte de la surface U = o. 

On a fait remarquer , au n<^ 90, que l'équation 1^ = 0, 
formée par l'élimination de c entre les deux équations 

u = o et j- =1 o , répond à un nombre infini d'équations 

primitives u =: o *, donc aussi à un faombre infini d'équa- 
tions différentielles i/^ = e« La combinaison des équations 

z/ = o et -T- = o conduit donc à un nombre infini d'é- 
dç 

quations primitives qui auront toutes la même solution 

particulière vz^io, et dont les équations différentielles 

u^z:=iOf combinées avec i^ = o , se peuvent ramener a 
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une seufo et même équatioo diflétfentielle. Prenons pour 
exemple les denx équations primitiTes traitées n® go^ 

jr = cx'hn(%+c-y et ^=ïcar+n'+^, 

qui ont toutes denx la solution particulière 

j- + ar> = fi>; 

tâchons maintenant de déduire la dernière de la pre- 
mière* On a 

élerant les deux membres au quarré, il Tient 

en 7 mettant y au lieu de x^ n* — jr"^ (Taleur tirée de la 
solution particulière j<-* + x* = n') , il yient 

artcx j^ yi' + a'iV 



faisant mamtenant ■ , =a , dou c' = -7— , 

on obtient 



.,>* 4«' 



a' 

qui est la dernière des équations primitiTes ci-dessus. 
' Les deux équations différentielles médiates , apparte- 
nant jr cas équations primitÎTes^ sont 

jr ~px + n(i + J7»)* et jr^ =i 7,xjrp + n' +j^/7% 
dont la dernière se réduit à la première, lorsqu'on y 
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substitue la valear tirée de la solution particulière. . » • 
Tout cela a également lieu pour lès surfaces; car fai 

JTT 

combinaison de U:£=o et -t~==:o conduit aussi à un 

nombre infini d'équations primitives U = o^ 'qui ont 
toutes la même solution particulière V £= o, et dont les 
équations différentielles, combinées avec V = o, se peuvent 
réduire à une et la même équation différentielle. *Dans 
notre exemple, les intégrales trouvées sont deux de ce 
nombre infini àes équations primitives différentes. Mais 
puisque la fonction b's:f(a) reste en général indéter- 
npiînée, on ne peut ni trouver la solution particulière de 
la surface enveloppante V=so;, ni ramener lès équations 
différentielles médiates des intégrales , par le moyen -4/9 
Inéquation V = o, à une et la même équation différen- 
tielle. Montrons seulement comment on peut déduire la 
première des intégrales trouvées ci-dessus de la dernière , 

JTT 

en combinant les équations U = o et -r- = o. On a 

da 

j5« _ m' [(x — c)» -f (^ -^ è)"] = u = o , 

1 

^ .111.*. . dft — (/«a— .««y» 

En mettant dans^a dernière équation -]- =' — "^> ■ -^ 9 

multipliant cette équation par n , élevant ensuite les <Ieux 
membres au quarré et ajoutant le résultat à la première 
équation 9 on obtient, après avoir extrait la -racine , 

* 

dz z = (ar — c)(w» — o* + Cr — %. 

En y mettant — - c(m* — o*)* — baz=i d, oi) obtient la se^ 
Gonde intégrale trouvée ci-dessus. 

21 



/^ 
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En faUant dans la première intégrale b^szaû^fm. troivfe 
et 

dU r ^ f ^ 

-— = 0= — (x — c)— tf(^ — ac); 

de 

d'où l'on. tire, par l'élimination de c, la solution parti- 
coliëre . 

Il faut encore observer que, puisqu'on tire de l'équa-* 
tion difiérentielle i +p* + ^* = i -4- m*, la formule pour 
Paire de la surface des deux intégrales ci-dessus sera 

( 1 +m*)*y7a^4r= (i + m»)^ .jydx, 

ce qui fitit Toir qu'une portion de ces surfaces a nn rap- 

port constant =:(i+m*)^:i, à sa projection sur le 
plan des xjr» 

Exemple IL Soit z*(i +P* + ?*) = 'w*- On a donc 



— , — 7-, 



— m» 



dz 



Les trois équations auxiliaires donnent 

(m»— z*)dy = j^—. 

1 

De la troisième on tire g = ^-. Cette yaieur 

** z 

substituée dans la première et la seconde > il vient ^ aprè» 
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rmtégraiion , 

i 1 I 

L'élimination de b entre ces deux équations , conduit à 
l'intégrale cherchée que voici 

(X — c)* + (^ — e)* = m} — z\ 

l'équation d'une sphère dont le centre se trouve sur une 
courbe située dans le plan des xjr , et qui a pour équa- 
tion c = ç{c). 

En substituant dans l'équation djz=/?da: -f-ydj*, la 
valeur tirée de la troisième équation auxiliaire. ....... 

Ç =s ) Il Vient 

z ^ z ^ ' 

ou 

L'intégrale cLercbée est, d'après le n® 87, 

Cette intégrale se déduit de celle qu'on a trouvée précé-* 
demment , de la même manière qu'il a été montré au 
premier exemple. Savoir^ on a 

(r — c)* + (j' — e)* + jg^ — m* =B U = o , 
, de , ^ du 

Faisant, dans la seconde équation, -=- = —r^ — — , 

multipliant celte équation par &, élevant lesdeux membres 

21.. 



3^4 tin^nATioir deb équat. BiBrhnMnEis^s vàmtïxllxb. 

ensuite an qnarré, et retranchant le résultat de la pre^ 
mière équation » on obtient, en extrayant la racine quar« 

rée, et mettant eô + c(i — b*y ssa, l'intégrale précé^ 
demment trouyée. ' 

Quelle est l'équation de ta surface enveloppante de la 
première intégrale pour c = âc? 

Les intégrales trouyéès ci-dessus expriment des surfaces 
dont la normale est constante , comme le fait yoir l'équa- 
tion différentielle proposée, (^ojrez n* 78.) 

Le lecteur s'exercera sur les exemples suiyans^en chet^ 
chant les intégrales par la méthode précédente , et en 
examinant les surfaces exprimées par ces intégrales, ainsi 
que les surfaces enyeloppantes , pour des valeurs particu- 
lières des constantes. 

Exemple III. Soxt m^qp^sxjr. L'intégrale en est. . . 
(x* — 6*)^* = m%z—cy. Quelle est l'équation de la sni> 

face enveloppante pour c =s — - ? 

Une seconde intégrale est celle-ci : 

Exemple IV» Soit />•-[-?* = X% où X est une fonc^ 

\_ 

tion de x. Soit, par exemple, X= mx*,X=x. Trou- 
ver la surface courbe de ces corps. 

Exemple V> Soit op = yx + ^j. , 

Exemple VI, Soit a^pq = xz. 

Exemple VU. Soit ap = (x 4-J*)y. Cette équation 
est aussi intégrable par le n° 100; il en est de même 
de celle-ci : 

— X 

Exemple VI IL Soit pq ss xjrz. 



i 
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NOTES ET SOLUTIONS (•). 
N»i4. 
^Exemple III). On trouve 

{Exemple IV), On a 



1 



djr 3 — ar— (ï — j:*)* 

N» 17. 

/ 

Pour développer j* =» en série ordonnée saivant 

I ■■■■• *Mr 

les puissances entières de x^ on a 

-^•^ (i — a:)*' ^"^ (i— a:)^' '""( i — x)4î- • • • 
donc, par le n** 16, 



(*) Dans cet Appendice, on a en principalement en vue de donner 
Jes solutions des problèmes que Tauteur a simplement c'noncës , on 
auxquels il n'a ajoute' que quelques données. Le lecteur pourra con- 
sulter ces notes, après s^étre exerce' lui-même en résolvant les pro» 
blêmes, pour comparer les re'sultats et les méthodes qu'on a suivies 
pour y parvenir. Les nume'ros, ainsi que les problèmes , exemples, etc., 
mis en parenthèse, renyoient j^ux numéros , problèmes, exemples, e(c . > 
du texte. 
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^ =: I + 2X + 2X* + 2X^ 4" f 

paiement comme oa trouye par la simple division de t + ^ 
par 1 — x. Le théorème de Taylor conduit {n? 17) à 



2 2 



^•^= rr::^^ '"^ TT^Ff "^'^ 



Pour le développement de j^= ( i — x*)* on a 
— a: — 1 , — 3x 

(i— a:»)* (ï— X')* (i— ^)* 

— 3— I2jr» _ ^ lia: (3 4- ^jr^) 



(i— x>)* (i — x*)* 



d'où j^ = 1 -M. 



1.2 1 .2.3.4 

N» 3i. 

Pour exprimer la tangente par son arc , on a , d'après ce 
qui précède au texte, 

\ 2.sinj: 2+4 sin x^ 

8 sin a: . , , ^ . 

s = r- (2 + sm or ) , 

cos a:^ • 

g 
t = — —s [2 + n sina:' + 2 sin arH : . . . . 

donc^ par le n* 16, 

£n faisant usage de la même méthode pour le développe- 
ment de cotang x, il arrive que chaque coefficient diffé- 



wa* 



flra^ 
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rentîel devient e= 00 ponr x z=z o. Mais ou obtiendra, à 

cause de cotang x =: ■ ■ , une série convenable «i Pon 

^ ' tang X 

divise l'unité par l'expression de tang x que nous venons 

de trouver. Au reste, on renvoie pour cela le lecteur à 

V Introductio in Analjrsin infi. , ^at Euler, tom. II. 

N» 37. 

( Exemple IJJ). En développant 

i_ 

log [l +2Z* + 2Z (l +«*)»] 

z 
par le n® 21, on obtient 

par où l'on voit que z est le facteur commun. 

(Exemple VI)* En differentiant séparément le numé* 
rateur et le dénominateur de la fonction proposée , on 

trouve 4 ( I +_^)* 9 valeur qui , lorsque ir = 1 , devient. • . 
=^3~ 

— 4/â 
= 5 , comme l'auteur trouve. 

On parviendra au même résultat en mettant 

arc (cos=x) = ly ou :r=cos /; la fonction proposée se 

change par là en *- =—. En differentiant séparé* 

(i — cos/)* 
ment le numérateur et le dcnominatear, on obtient 

cos <* — sin f' — I (i—cosO** [ — 4 (' 4"CO*^)*3 

3 '-'^~r~ 1 * 

-(i — cosl)^ sint 3(i— cosO 



/ 
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d'où l'on voit que le facteur commun est = ( i— 4X»s /)*, 
et que la vraie yaleur, pour x ^ i, est = — ^ ♦ 

N«44. - 

Problème 6. Pour la valeur du minimum y on trouve , à 

ac 



cause de X = 






c 
SI az=ib , la fonction devient un minimum lorsque x= -; 

la valeur du minimum est alors 

Problème 9. Pour le maximum, on tire de p^=o ^ 

£n n'ajant égard qu'à une des deux basea, il vient 
Pour V hexagone, on obtteot x = ^ v~^ ) î P^"' '® 

m. * 

triangle , on trovLye X =s: — (2 i/3)*. 

En introduisant au lieu du côté de la base le rayon 
= E du cercle circonscrit au pol jgone, on aura 

X l 

R = — (i + <*) '; et l'on trouvera par les valeurs de x 
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-g — j répond au 

maximum. 

Problème 10. Désignons comme an problème 9, le 

nombre des côtés par n, l'un des côtés de la base par Xj 

la tang. trigon. de la moitié de l'angle au centre[de la base, 

, ^ , -\ i8o« , - 

cest-a-dire tang , par /, on trouvera que la nau- 

teur d'un des triangles du polygone est zi: — ; la base de 

la pyramide sera donc = -y—. £n représentant mainte- 
nant par z la hauteur de la pyramide , par m' l'aire de sa 
surface ; on obtiendra 



nx^ + nx( 4rz* H-arM' 



4' 



> 



m 



d'où z = Ut^ m» — 2inx^] • ; 

on a donC; à cause que^ = , 

mx 



d'où 



4r _ «. ''^ r ^^* — '*^* "1 

dy ^__ 277171 r" Tir^ — 3/m'a: "1 

L (it^m*^2ntx^yj 



De/? = o, on tire .^=771^- j , valeur pour laquelb 
la fonction jr devient un maximum. 



/ 
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Problème 1 1 . Soît r le rayon du cercle donné et par con- 
séquent le côté du cône- droit à chercher. En représentant 
par X Tare du cercle donné qu'on doit ôter, on a le rayon 



xj 



XÀ 

de la base du cône cherché =3 — ; la hauteur du c6ne sera 
= , donc le yolume du cône 



^V(4rV*— X') 



•^~ aK 



» 



d'où 



'^'~''~^L(4'-v-x.)U' 

de /7 = o , on tire a: = o et x = ar* V' | ; la première valeur 
rend q positif, la dernière rend q négatif. Pour la valeur 

du maximum on obtient r= ^. 

9.1/3 

Si Ji* désigne le nombre de degrés de Parc à ôter, dont 

la longueur = x, on a la proportion suivante : 

2''«- v^F : ^rx = n? : se©*, 

ou V^f Y I = 7i« : 36o», d'où /i« = 293 , 9364«- . • . 

N« 48. 

Problème. L'équation générale de la section conique 
^*= 2mx -f. nx^ donne 

^ m + nx 

\dx'^P~' r» 

(2?iiar '-^nx^y 
l'équation de la tangente est d'après cela 



z' 
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, m -4- nx' ,. 

j--y = — r (^-O I 

(2??M:'+7ia:'»)' 
et celle 4e la normale 

N*» 5i. 

Problème. L*équation générale de la section conique 
^ = 2 mr + nx* donnant 

m-i^nx — m* 
P= r> 5^ = 1» 

on obtient pour le rajon de courbure 



1 



[2,mx + nx*+(m-\-nxyy 



m* 



En désignant la normale de la section conique par a, on a 






a» 



m»' 



Lorsque :r s= o , on a r = — m. 

w*» 54. 

Problème 4« La courbe a un point d'inflexion pour 
a ^ ^ a 

4 ï/3 

■ 

La courbe s'étend depuis a: = o jusqu'à a: = a, parce 
que si x est négatif et en même temps ^a^jr devient 
imaginaire. 

L'ordonnée correspondante à x=a est en même temps 

l'asymptote de la courbe. Depuis x=o jusqu'à a:=s y, 
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la courbe est concave, et depuis x= -y jusqu'à x=a, 

elle est convexe vers Taxe des abscisses. Lorsque xs=-, 

oii la tangente trigonométrique est = 2 , j" est =â ; lorsque 

I 
jTssso. on a p= — » et j'sso. 

00 

Problème 5. Si x^^a^jr aussi bien que p est îofini, 
l'ordonnée est par conséquent dans ce point en même 
temps une asymptote. Six= — ^, on a jrzszo, p^ssco-y 
dans ce point la courbe coupe l'axe des abscisses. Si â:=r o^on a 

j-=o, j75=r - j ^ il s'ensuit que la courbe coupe dans 

ce point l'axe des abscisses, et que les deux tangentes appar- 
tenant à ce point coupent l'axe des abscisses sous des angles 
égaux entre eux. 

On voit d'ailleurs que la courbe s'étend depub x — b 
jusqu'à x:=za. Elle est symétrique par rapport à l'axe des 
abscisses, comme l'équation primitive le fait voir. £Ue est 
fermée entre x^— 6 et x=o; elle tourne, tant au- 
dessus qu'au-dessous, sa concavité vers l'axe des ^J)&- 
cisses. 

Depuis or ^o jusqu'à â:=a, elle est composée de deux 
branebes infinies, qui ont la figure de la cissoïde (considérée 
au Problème 3 de ce numéro). 

Si b=za, on ajr=:x ( ' j . On construira cette 
courbe par points , à l'aide de deux paraboles ordinaires , 

X 1 

qui ont pour équations (a-f-a:)*=j*', (a — x)* =y , et 
dont les paramètres sont égaux à l'unité ; d'ailleurs, ces 
deux paraboles sont opposées de position. £n efiet, on 
aura 
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y 

comme ci-dessus. 

N« 56. 

Problème i. En rappoitant l'équation z=^Tn±:a. cos <, 

I 

aux coordonnées rectangles , et mettant j5 = (a::*+j'')*, et 
cos ï= j-, on obtient 

d'où l'on tire dans la supposition de mssza, 

Cette équation primîtire montre d'abord que^ depuis 
ar = o jusqu'à x=2a, j" a deux valeurs égales, mais de 
signe opposé; de plus que, pour jr=r2a, y est = o, et 
que pour a:>2a, j* est imaginaire. On voit de plus 

que depuis x= . ■ jusqu'à x = o, j* a quatre râleurs 

qui sont égales deux à deux. Pour les valeurs négatives 

de cr, si ^^ 7» J* devient imaginaire. Lorsque x = o, 

jf a quatre valeurs , dont deux sont nulles, et deux égales à a^ 
mais de signe opposé. 
La voleur de 

ày «*— (sor — à) . {^axJ^o^^ 

devient nulle pour x = o , et pour jr = -y- , ce qui montre 
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que les tangentes appartenant à ces points sont parallèles à 
Taxe des abscisses. 

En faisant éranoulr le dénominateur dejp , on obtient les 

valeurs x = -7- , et x=2a; la tangente est donc perpen-* 

diculaire à l'axe des abscisses dans ces points. 
La Taleur de 



l/2[a, {^ax -f- a») • — ax* -f- aox + 2a*3* 

devient nulle pour a: == o. L'équation primitive indique, à 
ce que nous avons vu plus baut, du côté gauche de ce point, 
quatre ordonnées , et du côté droit seulement deux ordon- 
nées^ d'où l'on conclut (n^ 49) ^^'il j a pour x = o , un 
point de rebroussement. 

Si l'on a égard à la position opposée de z' et de z", on aura 
au lieu de l'équation (z — z') . (z— z") = o , celle qui suit : 

(z — z').(z +z") = 0, d'où z=:acos<qim. 

Problème 2. On rapportera l'équation u = — aux 

coordonnées rectangles, en mettant^ d'après les formules 
au commencement de ce numéro, 

ii=(jr«+j-*)% /=arc[ cos= ^ — ; ) =arc( tang='^Y 

Ainsi la spirale d'Arcbimède a pour équation 

(*• +^»)' = i-.arc(taiig =-J). 
£n difierentlant celte équation, on obtient 
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OU 






dar"~^ 



Àyec cette équation on déterminerait sans dîfEculté les va-- 
leurs de la soutangente^ de la tangente, etc.^ en faisant 
usagejdes formules des n°' ^5 et 46; mais il sera plus simple 
de transformer ces formules relativement aux variables u et 
t y c'est ce que nous allons faire , par exemple^ pour la sou*^ 
tangente. 

On tire des valeurs de a: = u . cos t et de j^ = u sîn t ^ 

da: = du.cos / — w.sin tAt^ d^sdu.sin t-^-u oos iàt\ 

donc on a 

Y ix z/.sin /.cos^.du— *i/^.$itt/'.d< 

soutanéente = - =r j* . ■5— = : — -— ; ; , 

jP <v sm «.du4- M.ços«.af 

On voit par cette expression que, lorsque t-=i^w jOix 
qu'après une révolution du rayon décrivant, la soutan- 
gente est nulle. Il faut que dans ce point la tangente soit 
perpendiculaire à Taxe des abscisses, ce qui a aussi lieu^ 
lorsque ^=ir, <=:3ff-, elc# 

N« 59. 

Pour décomposer une fonction fractionnaire et ration- 
nelle en fractions partielles, on fait ordinairement usage de 
la méthode des coeffîcieus indéterminés; mais il y a plusieurs 
procédés qui exigent moins de calcul. Voici en peu de mots 
celui d'Euler : 

(i) Soit à décomposer en fractions partielles la fonction 

fractionnaire et rationnelle :r^, où x — û soit un des fac- 
teurs inégaux du dénominateur V, en sorte qu'on ait 

V = (a: — fl)Q. 
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En mettant 

V = J^+q' ^'"^ U-AQ = P(*_«), 

OÙ p est une fonction indéterminée , mais entière et ration- 
nelle , par rapport à a: , et A un des coelficîens a déterminer/ 
îl s'ensuit que U — AQ est divisible par x — a, et que, 
lorsque x — a:=^o, on a U — AQ = o. On pourra 
donc par là déterminer A ; car il faut qu'on ait (en adop- 
tant la manière d'écrire du n® i6) 



A = 






^ rrc-. U 2— X A, B 

E^remplel. SoU ^ = ^j^^— 5-^ = -+ ^-—3 ; on 

tire de là 

U — A (x— 3) = Bx, et U -^ Bx = A (jt— 3). 

Il faut donc que U — A(x — 3) soit divisible par x, et 
que U — Bx le soit par x — 3. On a ainsi 

Ux=a+3A=:o=2 + 3A, U^^s— 3B=o= — i_3B; 
d'où l'on tire A =:-^— , B = —5 — . Il viendra 
u 2 — a: —2 . — I 



V x(x— 3) 3x ^3.(0: — 3)' 

(2) Si le dénominateur V est composé de plusieurs fac- 
teurs égaux du premier degré, de sorte qu'on art 

U U 





V Klipc — a)' ' 




on mettra 






U A 




N P 


V~ (« — a^« 



équation qui donne 

(^-a)"P=U-Q A-Q[B(ar-fl)+C(a>-a)»+. . -N (ar-a)»-'] . ...( 1 ) , 

et F— (ar — a)« --W- 

Puisque P est une fonction entière et rationnelle par rap- 
port à j:, il faut que le numérateur du second membre de 
l'équation (2) soit divisible n fois de suite par a:—- a. Ce nu- 
mérateur s'évanouira donci lorsqu'on y met -{- a au lieu 
de x> On voit d'abord qu'il se réduit dans ce cas à U — QA, 
mai» pour que U — QA soit divisible par j: — û, il faut 

qu'on ait A = ^r — . En substituant la valeur ainsi trou- 

vée de A dans l'équation (i) et diirisant ensuite cette équa- 
tion par X — a y on aura 9 en désignant par U| le quotient 

trouvé -^=— , lequel sera nécessairement une fonction 

entière et rationnelle de 0^9 

(ar — a)—» P = U, — QB— Q[C(a: —a)+... N(a:— a)»"*] , 

^_ U,-QB— Q[C(x— a) + -..N(x— ^y-^-^ 

On déterminera , de la même manière B, et en procé- 
dant comme auparavant, c'est-à-dire en divisant par x — a 

et désignant par U» le quotient de -^ -^ , on sera en 

état de trouver le coefficient G , par l'équation Us"-QC=Oy 
et ainsi de suite les autres coefficiens D^ Ë, . • .N» 

Exemples. Soit —7 t: = ; ^H r- 

•^ x,{x — i)* (Jp— l) X 1 X 

Onaici U=:i+^> as=i, Q=a:, /i^=a; 
donc, 

la 
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««a 



deUi 






Il Tient ainsi 

i+a? _ a 1 , I 

x(x—iy (ar— 0' ar— I ar* 

(3) Si V est composé de facteurs inégaux du second de- 
gré , en sorte qu'on ait 

V U 

on mettra 

y^ x^ + ax + b'^Q' 

ce qui donne 

U — Q (Aa: + B) = P(ar" + HT + *)* 

II est yisible que 

U Q(Aa: + B)â=o, lorsque a:*4-ar+&=oi 

Désignons les deux valeurs de x qui réduisent Texpressioiï 
x'' + ax +b à »éro, par m et n, on aura, par conséquent 
en même temps 

Am + B = pr^=^, et An + B=g— , 



deux équations qui suffisent pour la détermination de» 
cœffîciens A et B. 
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Exemplei. Soit ^^^_^^^ ^=^^,-^-^+ , 
On a ici U=:a; + i| m=i, n = 3, Q=:xj 
donc A.i+B=^-ît!>^=2,et A.a+B=^-^'-^=^, 
équations d'où l'on tire 



2 2 



On trouve ainsi 



g: -■{- ï — a:+5 i 

a:.(x' — 3a: + 2) 2(x* — 3x + 2) "*" 2x' 

(4) En appliquant ce que nous venons d'exposer^ au cas 
où y est composé de plusieurs facteurs égaux du second de- 
gré, on aura , en mettant pour abréger, x* + *w^ + ^ = R ; 

U _ Ax+B Cx+D Mx+N P 

Q,(x*+<w:+ô)" R" "*" U"-* "•"*'• R ■*"Q' 

d'oà 

U-Q(Ax+B)-QC(Cx + D)R4-.».(Mx-fN)R»-'1 
r — j^« ....(3). 

En raisonnant dans ce cas comme dans les précédens, on 
conclura que le numérateur de cette expression s'évanouira 
dans l'hypothèse de R=x* + ^m:* = o« Ayant trouvé les 
deux racines de x qui satisfont à l'équation R := o , on les 

substituera successivement à x dans l'équation 

U — Q (Ax + B) = o ; on obtiendra par là deux équations 
pour en déterminer les coeffîciens A et B. En divisant en- 
suite le numérateur et le dénominateur du second membre 
de l'équation (3) par R, et désignant le quotient.... 

22. . 
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-^-^5 = par U , , et rai3oniiant alors cooime au- 

paravant , on tombera sur l'équation U, — Q (Car + D) = o 
qui servira pour la détermination des coefHciens G et D, 
et en continuant de la sorte, on sera en état de déterminer 
les autres coelTiciens E , F,. . . • 
Exemple 4- Soit 



X + 1 _ At + B C£ 

. (a:*— 3x + 2/ ~ (a:"— Zx + â)* "*" <x^— 



3x-|-a X* 



On a ici U = X -|- I , /z = 2 , Q= x ; les deux racines 
de l'équation a:* — Sa: + 2 = o, sont + i , + 2. 
Ou a donc, d'après ce qui précède , 

3 I 5 

A.i + B=:2, A.2 + B=-, d'oi A=: , B=-. 

a 22 

U| = -^^ i étant ici = - , 

A 2 

on a 
C.i+D=:i,. C. 2 + D=^, d'oi C = ^, D=l 

2 4 4 4 

Enfin , on a P = ^. On obtient ainsi 

3f + 1 —a:-}- 5 — «+3 , i 

je. (ar^_3j:+2)* "^ 2(Ï^^^3jp+ i)* 4(a:*— 3x+2) "*" 4x' 

Le calcul dilFérentiel facilite beaucoup les opérations 
précédentes» En effet , si Ton différentie saccessÎTement 
n — I, fois l'équation 

U=QCA+B(ar—a)+C(:r^ô)»+...N(±— a)«-»]+P(:p-fl)«, 

et qu'on fasse ensuite x — a=o dans cette équation et dans 
celles qu'on en aura déduites , il yiendra 



I 
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U =AQ, 
du = ÀdQ + BQdx, 
d»U =; Ad^Q + aBdQda: + aCQda:* , 
etc. , 

éqaations qui déterminent cbacun^des coeiBcîens A , B, C^ ^ 
par ceux qui le précèdent; bien entendu qu'il faudra écrire 
après la différentiatîon a au lieu de x. 
Dans le cas qu'on eût l'équation 

U=Q[Aar+B + (Car+D)R+...,(N* + M)R*-*]4.PR", 

il Tiendrait , dans la même hypothèse , 

U = (Aar+B)Q, 

du = (Ax + B)dQ + AQdoi + (Cx + D)QJR , 
etc.» 

équations 9 dont^chacune deviendra double, lorsqu'on met- 
tra pour a; successivement les deux valeurs qui. satisfont à 
l'équation R :;= o. 

Reprenons, pour l'application dç ce qui a été dit, notre 
exemple 4> ' 

i+ar _ A3:+B , Cx + D ^P 

X. (x*— 3a: + 2)* "" (x^'—ix+flY "*" x'— 3x + 2 "^ x 

On a U = I H- j:= (Ax + B)x,. d'où l'on lire 

d. (i+^)=(— ^-^jd^—dx f (0+D).x.d(a:'-;3x +2) 

5 ' ' ' ;v^ ' " 

=: — xdx + -dx4- (Cx* + Dx).(2X — 3)dxj 
2 .. 

en y substituant d'abord la valeur de x = -f" ' ; et- ensuite 
celle de X = -f~ ^t on obtient successivement 



'=-» + i + (C + I>).(*~3), 
et i=~a+f + (C.4-|.D.a).(4 — 3), 

d'où l'on Ure C = ^S D=|. 

4 4 

R« 6i. 

{Exemple JJ.) On a 

-^.«(tog-^ + C 



{Exemple IIL ) Ou a 



=~log -fui- |+^c(tang=a:)+G 

{Exemple IL) Pour rendre rationnelle l'intégrale. . . « 

fx^ix (a + ix')^ , on mettra a + ba?r=> a^z^y' par où Fin- 
tégrale se cbangei en posant en même temps 6 c=: c^^ en 

r* 

_ ^ y* z^iz _ //* ^d^ 

Pour int^rer cette expression j il faut la décomposer en 
fraeikm» partielles; en faisant «sage^ poar cela, de la mé-» 
thode enseignée dans la note sur le n® 5g, on trouvera 
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^ J 27c5(z— c)^J ^{z^ + cz + c'f 

J 27c^(z'+cjz + c*)* y 27C^(Z* + cz + cO ' 

expression dont les termes s'intégreront au moyen des for^ 
mules du n^ 60. 



m' 



Pour intégrer Xdarf , y j <, on mettra 
a' 4. 6 X * b — 6 V (A — bx^) 



% • 



La fonction rationnelle % est changée par là en une fonc<- 



a'z" 



tion rationnelle de î r? — » c'est-à-dire en une fonction 

ô — 6 z" 

rationnelle dez, que nous désignerons par Z. Donc, au 

lieu de la fonction proposée, on aura à intégrer 

nZdz.z""^»-' {€^b ^ aV) 
{b—byy 

. Xi\x 



Si, dans la différentielle proposée 



ff 



on fait a + *ar = t^ ^ on obtient x^i-AiT^* _ n) . de là 



ni» ■• 



I nn — î — I 



b mm ' 

ainsi on a à intégrer , 



344 APPXKDICK. 






• 



eu Z ert une fonction rationnelle de z. 

(Exemple IIL) En faisant i + « = z«, on aura à inté- 
grer f au lieu de la fonctbn proposée 

expression qui conduit à des int^ales algébriques, 
(Exemple ir.) La substitution ii? = «*, donne 

6zKg^— i)Vg _ (fo^^— i8z'°4r iSz^ — figpdz 

Puisque (i + O» = (^54- i)5.(z* — *+ i)*, la mé- 
thode pour décomposer une fonction fractionnaire en frao 
tiens partielles s'appliquera à cette différentielle, et on 
sera ensuite en état de parvenir à l'int^irale. 

(Exemple V,) La suUtitution 1 -f> ^^ = ^ conduit à 
l'int^rale 

(Exemple FL) On mettra 1 -f ar» = z* , Tint^ale est 

(Exemple Fil.) La substitution i — ^ or» = z» conduit 
à l'iatégrale — (i — xy + C. 
rï%.- N» 63. 

(Exemple IF.) En mettant (i+ir*)* = xz, d'oii,.. 

àx zdz 

— = T, on a 

X I — z* 



mwsiox. 
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^ =^J a(i — *•) -" • y z*— I . 



"-i'«C5T>^-iH[^'] . 






ax 
(Exemple V.) Oa obtient, pour l'intégrale, 

N» 64. 
(Exemple IF'.) On obtient, pour l'intégrale, 

— (1 -x')^ , . __ A (i-3:*)'\_ . 



tang= - ^ ^ ==i arc (co$p=;r) 



2a: 



+ C 



(Exemple V.) On obtient , pour Pii^té^rale^ . : 

arc { sîn = -— . ] + C 

{Exemple VI)* La multiplication indiquée au texte 
change l'intégrale proposée en 

/ \i + xYAx -^ fli — xfAx 
HX \J QlX 



■ • 



Faisant dans la première intégrale (i 4"^)' =2, d'où 
x=^z^ — I, ix=2zd:i, ou a 
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En mettant, dans la seconde int^rale, {i—xf=:z% 
on a 



OntroQTedonc enfin 



(i+x)»-(i-x)» 



j^ = (i-f.x)» +(1 — j:)» 



{Exemple FJI). On obtient, pour Pintégrale, 

l{a«K«-==«r)+lo8[(iW+x]-[lî:£%±^][^ 

R'65. 

j- à n 

(I~X»)' 

différentes valeurs j^ on aura , en commençant par les nombres 



^ 



impairs, 
r-^|=-(l*+I^)(.-:^)4+C, . 



/ô 



x^dx 



4 \7 ' 5.7 3.5.7 1.3.5.7/^ 



+ C, etc. 



Passant aux Taleurs paires àerty oa trouye , en désignant 
pour abréger, arc (sin = x) par A , ' '^ ^ 






fl 

r 

+ C, etc. 

Si n est négative, on aura, en commençant par les 
nombres impairs , 

/^ dx _(i— j:*)» j P ix 
-pa — i — _^ +-| « r » 

/^ ix _ — (l—arT I 3/ ^ à^ 
/> Ox ^(,— X»)* , 5 /^ da: 

/; r = — ê^ — ^6/ î* 



eta 
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Enfin^ en supposant que n soit négatiye et un nombre 
pair^ on aura 



J a 



ix — fi— X*)* 



j:«(i-.x*)» ^ 



r= — sï^ — '"5/ r» 

etc. 

« 

{Exemple , page 147O On trouTe par la formule (C) 

lie dernier terme donne , par la formule (C) , 

Par la formule (B) , on trouve 

|ydx(i+x')* = I x(i +xr+2j\i +x^f dx, 

au moyte du n** 63, on obtient 

2/dx(i + a:»)* 5= x(i +x*)* — log [(i + X')* — xl 
Enfin, en réuniasanttous les termes , on obtient, 

r^u.^,^^y^ ^-(\+f)' _^(^+^r ^ ax(i W 

+ ^(i ^x^y — log[(i +x^f — or] + c 



W 66. 

(Exemple.) En faisant , dans l'expression 
on obtient^ par la formule (B) , 

cil le dernier terme s'intégrera au moyen du n^ 63. 

N« 67, 

(Exemple IL) On trouve, en développant 7 en 

série (fi* 1 6), 

I ^ X 1.3. X* t. 3. 5. 3:^ 

on a donc 

j:dx 



/• dx i /^ dx i /* X 






8a' 



3 /^ ar'do: 



les termes du second membre s'intégreront à l'aide de la 
vote sur le n^ 65 , où nous avons traité la formule. •..••• 

(i^xr 

L'expression ' ' ■ ^ se cbange, par la simple division ^ 
en 
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ix — ar*dx + jT^dx — a:*dx +. . . , 
d'oii 

/• d* X a? , a^ x'' ^ ,^ 

—-^-^^ + ^^-+... =«.c(tang=x). 

N* 6a 

Si dans U formule fPi^dx on suppose P ts — , on a 

ne 

_x— (loga)x-» (log^V^ 
I— — w 2— n 1.2.(0-— w; 

Si dans la même formule on suppose P =z ^-j-'^ 9 on a 

— ; . En Y faisant x -4- i =«, d'oi x=z— i et 

dx = d^^ riniégrale proposée se change en 

1 r(z- i)a*dz _ 1 r ^j^ 1 Ai«dz 
aj z aj aj z ' 

Le premier terme du second membre donne — z 

a.loga 

(n*^ 18) ; le second terme est traité an commencement du 

n*»68. 

N« 71. 

(£j?^m/72e ///.) ^our intégrer — ■ — j-, on mettra*..! 

sin X ;= z, d*où X = arc(sin =5 z) , et dor = j . On 

a donc 



f< 



dz,z^ , „^^ z^ . 3 ^ 4 

■ T = (ï^" 65) r + - z{i^z'f 

3 

.arc(sm = z) +C, 



ou en remettant z en x^ 



/- 



înar^dar sinx* , 3 . 3 

= H - sm X. cos ar — - a: + C. 



C08 x* cos X ^ a 

N* 73. 

(Exemple IJ^,) En opérant sur la section ooniqne en gé- 
néral^ qui a pour équation j^^ = aax + 6a:% de la même 
manière que l'auteur a opéré dans cet exemple sur la par»* 
bole, on obtient, si fig. 9 est supposée représenter la section 
conique en général , 

ot = <^ + ^^ + (<»^ + bc^ Jp'^+ 2gcV)* 

cm — bn "" '' 

QL _ — (g + ^3:0 + (a' + ^g V + aoc'ary 

cm '^ bn * 

on a de là 

Taire AKOArs -7-^-5- (2ar'-f ôor'*) 

+ r-arc(8in= ^ i ]+C... (,), 

2^* \ a{c^—by J 

r aire ALO A= .^^^ r {2ar'+ Aar/») v 

+2Vç-^('.i,=«i;±»î3N+cr,.. (,, 

26* \ a(c^ — by/ 



Pour déterminer les constantes G et C, on observera que 
lorsque J t^Of l'aire ALOA est = o, puisque la valeur 
appartenante de y est = o. Donc j on a 



o = 



à'c , gy— I r . c n I /v 



Mais la seconde valeur Aey pour x' zszo qui appartient i 

l'aire AKOA est = . — ; on a donc pour ce point, en 

cm — On 

vertu de ar=Ar'+ r'/i, x =s 7—. En substituant 

•^ ' cm -^ on 

cette valeur de x dans l'intégrale définie de l'aire de la seo^ 

tion conique rapportée au commencement de ce numéro , 

exemple a, on trouvera la valeur de l'aire AMP A. £n en re- 

X *c 
tranchant celle du triangle APM = ^ ou trouvera la 

valeur de l'aire AKOA pour 3^ =zo ^ c'est-à-dire la valeur 
de l'aire AGM. On obtient ainsi 

Pa.reAKOA^=,= ^^3;-^- "V" 

7.0 



^ r • aé'c "1 
Xarc «0=—; .; • ' I 



En substituant les valeurs de G et C dans les équations (i) 
et (2), on trouve, en ajoutant les deu!^ résultats l'un à 
l'autre I l'aire entière 



AFFEMOIOE. 55S 

KL AK = ~lix'+ J) . (f. + W + ^y-y 



H 5 — arc 



g,n— ; 

— > r • c ~j 

j — arc 8in= I 

*• L {c'—byj 



2.6 

or ^ on a 



~i r. 2Ô*c "l 

r— arcf sin=:-'-7-^ — 77 — — * ; 



-^ arc sin = ,— , = arc ^in = ^^ — - \ , 



de plus, 



sin = 7- |-f-arc sm = = 

et 

arcj sm= ^ — -^ =— arc cos=-^--I- — ^ L 

On a donc 

Faire KLAK = ^J^x' +0. (^ + 2^^'+ Ax'')^ 

3 — *rc; cos = -^ — ' j ' 

b^ L_ a(c'— Z;)* 

ou 

l'aire KLAK =: S" 

I 

c{a+bx)rc*{a-^ bx')* 



(c^^b)^ 



Y L ^^Z:^ a"J -«- K-i .arc /^co8= S^^iliX 



il ^ ^...(3,, 

23 
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Cette ei pression devient |, lorsque 6=0, où elle «p» 
partient à la parabole. Voici comment on trouyera alors sa 

vraie Taleur. On mettra, pour abi*éger> -^ — ■ — -j-^assi, 

d'oirontire ^ ^liJiL+^^ + 4y(x--^)f ^^ 

II' = ^ac^x'-^- z\ En substituant ces valeurs dans (3), dé- 
veloppant le radical dans la valeur de b^ au moyen du n* 16, 
remplaçant arc.cos, par arc.sin, et exprimant ensuite 
arc sin , par la série du n<* 3i , on obtient 



f'"-''-°-^-[--^''-)'+^#-1} 



CJ 



• ~ '• ^iië +• • • • 



tt" nu 

ou 



L=S^. 



En divisant le premier membre au numérateur et au dé- 
nominateur par z — a, et mettant ensuite z= a, valeur 
qui répond à celle i =5 o, il vient 

£ = S'' OU 5 -.=S*, 

aVa.c» "^ 

comme l'auteur a trouvé dans cet exemple. 
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I 

/ 

[Exetnpîe VL) L'aire de la cissotde, prise depuis x=o 

3r*9r 
jusqu'à a: =r r, est =: — ar* ; depuis j: = o jusqu'à 

,_ 3r*7r 
« = ar elle est = . 

( Exemple IL) Pour la longueur de l'are de l'iiyper- 
holè^ pris dépuis x=i jusqu'à xtszûè\ on obtient, en 

ohserTant que pour ars=i , arc(sin = «) est = -, par le 
n" 67 , exemple i , l'expression suivante : 

^^'-4-^^"" ; + arc(sm = ^) 

-j — (1 — a:'*)* — arc(sin = ar') 1+.... 



{Remarque.) Pour l'aire de la cardioïde on a (n** 56, 
problème i) 

(3g 4- z) { 



En faisant dans cette intégrale successivement z = o et 

z^sznuf on obtient pour l'aire prise depuis zss:;o jusqu'à 

3aV 
z = 2a , comme au texte ; — r— . 

Pour la rectification de la cardioïde > on a (vôxcz nP 56, 
problème i) 

23«. 
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intégrale qui prise depuis z = o jusqu'à jb= sa, donne 
pour la longueur de l'arc, ^a. 

Pour réduire ces yaleurs aux coordonnées rectangulaires 
on n'a qu'à mettre 

En comparant les aires de la cycloïde, de la cissoïde et dé 
la cardiolde, on trouvCi si les cercles générateurs (vojrez n* 53> 
probl. 3 ; n" 54 , probl. 7 ; n® 56, probl, 1) sont supposés être 
d'un même rayon , que ces aires sont respectivement entre 

elles, comme i, -* -?• 

(Problème). L'équation de la spirale d'Archimède (n® 5&, 

t 
problème 2) étant u= — > on trouve, pour la difiTérentielIe 

de l'aire en coordonnées polaires, ^ donc poi^r l'aire 

2 



II 






L'aire prise depois C=o jusqu'à (=as- est , d'après cela= ? 

N» 76. 

* 

X - 

{Exemple JII.) Si z:±=~7 — ^*, on a 

d;g 1 d« — (J?+J^) 
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fî'jg ip d*« dg ^x + jr 

dx dx ' d^'*"~^"^"7 F* 



7 

cl*« d*z dq ^P ^^ "^' 

dx.dj-"^ djr.dx dx djr ' ' 

etc. 



f .."l^fi^ " " . ^vT* 
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( Exemple IL ) La supposition de a = bz=r, change 

l'équation ax^ + bj^ + cz^ = r^ en a:»+^» + ^j5* = r», 

les sections principales donnent alors dans le plan des ^z et 
dans celui des xz des ellipses^ mais dans celui des xjr^ 
un cercle. 

La section parallèle au plan des ;|^ à la hauteur îndé^ 
terminée x = x' donne une ellipse doot les demi-axes sont 

^r\\(r» — ar'*)* et (r*— r'«)'; celle qui est parallèle au 

plan des xz à la hauteur indéterminée J'^=y donne 

une ellipse dont les demi-axes sontf -V . (/*— j^*)* ei 

(/^ — y^y 'i la section parallèle au plan des xjr k Ik 
hauteur indéterminée z-=.:i donné un cercle du rayon 

Pour le Tolume de ce solide ^ on trouve 

intégrale qui donne ^ en la prenant depuis «= -f- f—V 

ju8qu'i;5== — f — y, - — ;. Les trois axes de ce solide 

^""^ 3.C» 

3\ 1 



sont respectivement r, r, (-^)*» 
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W8i. 

(ProbUme i.) Le solide engendré par la rotation de la 
parabole ordinaire , a pour équation , 

équation d'un paraboloîde. Le Tolume de ce solide est 



intégrale qui| prise depuis z=o jusqu'à z=iz', donne 

'-^~ . Le volume d'un cylindre à la même base et hauteur 

étant sssrp/*, on voit que le corps considéré en est la 
moitié. 



Si b zzza^ l'équation de l'hyperboloïde se change en 
ar* +J^ — ^az — z* = o , ou en faisant « =s I — a , ea 
jc* -f-j*,— f*-|-a* = o.Le volume de ce solide sera, itr. 



wz'^ 



puis z = jusqu'à z = /, -«- {z' + 3a). 



Le volume du corps de révolution engendré par la courbe 
qui a pour équation r*ii*= r*z* — z*, est 

= f/(^^-î^) dz = .z'(i-^) + C, 
intégrale qui donne, en la prenant, depuis z = o jusqu'à 



i5 • 



z» 



{Probîhme 2.) On obtient, en vertu de w = — , pour 
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Féquatîon du corps de réToiution , 

Son Tolume est «•/ ~dz = ^^ + C, et par conséquent, 

depuis JS = o jusqu'à z = z , égal à ^-7- Le cjlindre que 
l'auteur propose de comparer avec ce solide, et qui a pour 
base —^ I et pour hauteur z , est par conséquent cinq fois 
plus grand que le corps considéré. 



Pour trouyer les mêmes choses dans le cercle, l'ellipse 
et l'hyperbole , considérons la section conique en général 
qui a pour équation 

j5* = nWtU + nu*. 

On a alors 

I 

U = i ! ^ , 

n 
l'équation du corps de révolution correspondant est donc 

n {x^ +J'T = (nz» + m») * — m , 
d'ouj'on tire, pour le volume de ce corps, 

_ mz (nz^ + m') "* U ^^log [(nz^+m^) * - \/n,z] +C. 

En supposant que le volume soit = o , lorsque z = o , on 
a 



^ — mV logm 
C = ^ 



n* 
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(Problème 3), On . a ici u=h + r+{r^ — ;>')*.En y 
faisant h ^rss a, on tronre que le corps engendré a pour 
équation 

Pour le volume de ce solide i on a 



irt' 



+iraz(r»— «')•+ irafarc fsin = ^^ + C. 



£n supposant qu'une parabole ordinaire , dont Péquation 

se tourne autour d'une droite parallèle a l'axe des z et q\ii 
passe par un point pris dans l'axe des abscisses, à la dis- 
tance h au sommet, on aura , d'après ce qui précède , pour 
l'équation du corps de rotation engendré de cette manière, 

27lt 

et pour le volume du solide 

«•/ ( ) dx = ,4—5 i-irh^z+C, 

J \ %m y 2om' ' 3m ' ^ 

Dans la même bjpothèse , on trouverait pour l'hyperbole et 
Fellipse dont Péquation z' = nmu + nu*, que le corps de 
rotation correspondant aurait pour équation 

tl 



36 
Umtégrale du volame serait donc 
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— rdsEC'w^+m*)"— m + nA'J, ou eu faisant m — nh=z m', 
n 

'g 



N« 82. 



Pour le volume du coin - oonoïde^ on a 



— / (m — z)dz = ^r»z — — -- + t., 

intégrale qui , prise depuis « = o jusqu'à «•=m, donne 
— — , comme le te:^te l'indique. 

(Exemple IIL) On trouve que la surface courbe du 
paraboloïde , depuis 2 =5 o jusque z == -7- , est — —g- » 
et que celle du cylindre dont la base est un cercle du 
rajon = - — ^ et la hauteur = -^j ^^t — 7 • 

(Exemple IF,) L'intégrale «le la surface est 

— rcL8(c'z'+2ac'z+«'*')'=^(2+a)(c'a*+2ac'«+«^**)* 
«V <* 

4.£Éf- iog[-(cf-]|-ac)+ fo*3»+ aac»z-fa'6T]-p C. 
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(Exemple F",) Intégrant, on troa^ nar les n** 63 
et65 

En développant l'intégrale ^ fit ^2^ -(.4^^» en sé- 
rie, elle se changerait en 



L'auteur propose enfin de développer les intégrales des 
surfaces courbes de quelques corps de révolution du n® 8i , 
dont les expressions sont transcendantes et qui ne s'ob- 
tiennent pour cela algébriquement > que par approxima- 
tion, au moyen des séries. Reprenons , pour en rapporter 
un exemple, l'équation du corps considéré dans la note sur 
le n® 8i , problème a, lequel a pour équation 

u^^ i . 

n 

0|i a ici 
l'expression de la surface courbe de ce solide est donc 
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Or, on a , par le n* i6 , 

, (n + i)V -1 

donc, 

' ^ (nz*+m^)^ ""'»•/ (nz»+mr 

T— — r»— I '" ■■ ■' ^ i -f- — T' 
" J {m^+mr *' 



$63 




'^'"^ f (ni«+ m*)* 






intégrales dont les termes du second membre s'intégreront 
par le n** 65. 

Poar la ^urface cowFbe du êorps considéré au problènic 3 
du n® 8i , lequel a pour équation 

on trouTe 

■} 

-f-2sr(ft + /•).r.arcrsin=-)+ C. 
N« 85, 






En prenant les iîfférentieltes du troisième et du qua- 
trième ordre de l'équation x^jr — jr'x — c, on obtient 



V 
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En di£Pérentiaiit saocessÎTement l'équation , , 

^(** + r*)*=c, on obtient 

j-^ = o, on j* + !«:•+ a^ = o, 

4ry + 4p'+4 + 3/^y3r + xrr = o, 
5jT-+ i5pq + 3q^x+^xpr+jr;x:s = o, 

N» 87. 

{Exempte HL) De l'équation différentielle ,, 

j*dx — x^ 
———- = o , on tire l'intégrale 



^+y 



arcAang = - j z= C , d' 



X 

où -MC, OU ç7-=ar, 



o, 



équalion de la ligne droite. 
(Exemple IF. ) De l'équation différentielle 

(2j?^4-j^)djc +xrdj^ 

on tire l'intégrale 

■ 

on déduit l'intégrale (a?» + j^) * + y =: ç. 



(£xcinp& /^.) De ^^ . ■ + dj- 






o 



» 
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N" 88. 
{Problème i.) En mettant dans Péquatîon 

adx + a'djr+ (mx +nj).QLX + ~drJ = o, 

fnx 4- Tjf sa z, d'où Sjr zn — -| dor, l'équation se 

change en 

j , {dm + fH'z)àz 

max -f- ' 7 -— jr- = o, 

' na — a m + (n — m )z 

dont on trouve l'intégrale par les n"* Sg et 60. 

{Problème 7^) Si P = «*, Q = ar, Rsssx", on toml)e 
sur l'équation difi[ërentielle 

qui , traitée d'après la méthode indiquée au texte> conduit k 
l'intégrale 

m — 71 ^ ^ 

{Problème 3.) La condition pour que le facteur ren* 
ferme seulement jr, n'est remplie que quand l'expression 

rr{ -~ — -r- ) renferme seulement r. 



L'équation dj--4-Pf^^= Qd^ 7 ou (Pjr — Q)dx+'djr=o, 
où P et Q ne renferment que x, satisfait à l'équation 

de condition — *= n \Â AJ^^^ laquelle se réduit 

par^là à — = Pdx Ainsi , on a pour le fadeur z= c 
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En effet , on tronye que Pequation 

est une équation dllférenticlle immédiate. 
{Problème 40 On trouye 

, i__ /dm d/8\ 

dx (*+/sr)^ ' 

ces deux expressions égalées entre elles, conduisent à Téqua- 
lion de condition 

qui jMjfi et P ne renfermant que x , donne 

dï-^=^^ ^* di + ^ = ^' 



De /3 =î e' 'on tiré 

d/8 (f) «-i , d'j8 (*") "-a 

— se nx , et ^ = n.e JC (/ix«+7i-i)- 



On intégrera l'équation 



/^ 



71 



à Taide du n® 87. L'expression fVdx dans le numéro cité 
« est ici 



(si l'on regarde x comme inTarîable}. 
L'expression—:^ — - dan» le n" 87, est ici 

On obtient enfin 

/*adjp I 



= c 



f^ àx z 

L'intégrale a I ^^^^^ - se change en y mettant j:* =s - , en 



î»(x*) 



a 






rentre par là dans la forme des inté- 



grales traitées au n® 68. 

N* 89. 

{Exemple, page 2k52.) Pour effectuer rélimioation de 
p entre les deux équations 

a , ^ a a , CD 
jp + x—j-^o...{i), et x=7-T— -+ ^...(2), 

on y remplacera d'abord p, -%- respectirement par - , /, 
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u. En faÎMiit ensuite usage de la métbode connue poar Fé-* 
limination, on parrient, ait l'on fait pour abréger.... 

A =r -7 : , fisa ! — , aux deux équations sui- 

4 a' Il ' ^ 

yantes du second d^é 

P'--jP—j = o.... (3) 



'•+f,(T-<'>-T=°-:<«- 



et 

^/3w 

4^ 

d'oà , en retranchant ces équations Tune de Pautre^ 

_ 4ii(/3' — BQ 
-P 3tti3— 4/A' + i6/*' 

en substituant cette valeur dans l'équation (3) et dévelop-' 
pant le résultat par rapport k fi , on obtient^ après avoir di- 
visé par /S', 

iSufi^ -f i6<»lS» — 72to/8 — 64*3 — 37»* = o. . . (5), 
ou 

i6tt54.(i6i*— 24/+48&— 27)ii*+8«'[(3/+40 (*— 0+SAT 
4- i6(t 4- A)î + i6/»(i4- hy = o (6>. 

NO 90. 

(Problème i.) Si l'on a 

j- — ex (ft*+ û'C*)'=tt=Oy 

on trouve 

du , aV 

^ = o=x + 7, 

d'oi 

é'x» — bx 

^'= .-în; — Z^» et c = 



a«(a»— ar^) 






a(a» — ar') 
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(On ne peut prendre que la Talenr négative ^ parla même 

raison que dans le n® 90 , exemple ). 

Cette valeur de c substituée dans Téquation 11=^0, 

donne 

ay^ + ô^x* — à'b^ = y = o, 

l'équation d'une ellipse. On voit d'ailleurs que pour , 
a == 6 = n l'équation passe à celle du cercle , laquelle on a 
considérée plus haut au texte. L'équation différentielle ap- 
partenante est 

y ,^px — (i* + ?*/'')* = «^ = o. 



L'équation y — ex — aL(i +c')' — c* j =r m ==: o donne 



du ac 

Te 



--=o = jr— a+ p, 



(I + c-^Y 

d'où 

c'= ^ — 4-, et c — 



aux — jr* , i 

{7,ax — x^y 



Cette valeur de c, substituée dans Téquation primitive 
z/ = o donne 

j^— (aar — a:*)* =si' =. o, 

l'équation d'un cercle. En faisant a: = x' + û, on retombe 
sur l'équation Considérée au commencement de ce numéro ^ 
exemple^ 

L'équation différentielle appartenante est 

jr-^px— aL(i +py —p\ = w^ = o. 



En différentiant l'équation x^ — 7,cjr — c' — «' = w== o , 
on tire de -=-=.0, C3=— j-, d'où x^+jr'' — a'=^:^'=o. 

24 
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L'équation différentielle appartenante est 

p^x^ — rkxjfp — a:r* — c'p* = u^ = 0. 

(Problème 2.) Déterminons la fonction ç{c) dans l'é* 
quation primitive a?* — 2cjr -)- ^(c) =: u =^ o, pour que 
celle-ci satisfasse à la solution particulière 

X* + J* — a' == t^ = o. 
De v=o on tire /!== — — 7, de 11 = 0, on tire 

X 

p = -• Il faut maintenant égaler les deux valeurs de p^ ce 
qui donne 



XX 

"— 7 = — . . . • (I). 



Les deux valeurs de y y tirées de « =s o et]de (^ = o, égalées 
entre elles , donnent 

(a'-.x*)* = .-jrzLZ. ... (2). 

L'élimination de x entre les équations (i) et (2) conduit à 
la détermination ^ (c) = — c* — «* , et Ton a enfin 

X^ 2CJ" — c* — a* = M = o , 

équation d'une parabole dont la solution particulière est 
l'équation d'un cercle. 

( Problème 3.) De l'équation 

j:*+2x^/? +('»* — ar*)/i* = w^ = o, 
on tire y en différen liant par rapport kp, 



du ^"^ ocr 

-5— ' = a^ -f. (n* — a:')/i3:o, d'où /?= -^ 



dp -^ ' ^ //- ^ -r n^^je 



A> 



cette yaleur , substituée dans u^ = o , donne 

a 
(Problème ^.) On a jr^ — aa: = v»t=o, d'où /? = — . 

^ — ex — ^(c) = ï/a=o, d*oi/>==c; 

a 
donc j- = — .•.. (1). 

ac 

Or on a ^ en égalant les valeurs de »r dans les deux équa* 
tîons v=zo etu=20j 



^^..rzilif),... (,). 



l'élimination de jr entre (i) et (2) donne ^ (c) = -7- ; donc 

il viendra 

a 

r— CJP— -7- =rii3:;;=0. 

4^ 



Pour cUterminer ^(c) daas l'équation primitive...»^ 
jr^ — ex* — ^ (c) = u^ o , pour qu'elle ait la solution par- 
ticulière j^ == ax, il faut égaler les valeurs de p , tirées de 



a 



ces deux équations, par où l'on tnpave^ 4: es: -^> £ii; égalant 



2.C 



jr dans les deux éqfiatJLOns et élimimtn^ sSjQift troui% enfin 

«il ' 



à" 



« (c) = -7- : donc 
^ 4c 



a^ 



r' -— cr* — -7- 15= M = o. 

• 4^ 

On voit par là que l'équation de la parabole ^* = or est la 
solution particulière de l'équation^ -de la ligne droite 

24.. 
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j- = ex + y- 1 aussi bien qae celle de Téquation de Phy- 
perbole J^^ cx^ + -v^* 

TftC 

(Problèmes.) Dejr+cx ; = tt = o, on 

(I +c*r 

tire 

m dK 

(i+cr 

d*où 

c»=^-i, (^+ir=— > ^= — I — ^ 

en substituant ces yalears dam u = o , on trouve 

» ^ i. 

Pour la quadrature de cette courbe , on a (n* 72) 
y>^«m/[,-(^y]'dx. En y faisant (0^., 

cette intégrale se cbange en 



1 



j — _ m*, arc (sin = ;») + C, 
' 10 

intégrale qui donne, en la prenant deputs z = o jusqu'^à 
z = I , c'est-à-dire depuis x = o jusqu'à x=m, pour la 

quatrième partie de l'aire de la courbe, -j^ ;. on oUieni 
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3m*sr 3 

doHC pour Paire entière, — g^ 9 c'est- à dire g de Tuire d'un 

cercle, du rayon ssem. 
Pour la rectification de la courbe, on a 



expression qui montre que la longueur de Parc ptis depuis 

jr = o jusqu'à ar=m, est= 9 ou que la longueur de 

2 

Parc entier de U c^ntiÂe est = 6^. 

Si Papale, d<^«né éiiait aigu^ on aurait» en désignant sa tan* 
gente trigonométrique par à y d'après l'énoncé du problème , 

. me (a -f- cX . 
jr+cx — -i"^ L-Z^to (i). 






Ëndifférentiant cette équatioi]^ rpar rapport à ^»o|i aura 

' ♦ ■ •' « . 

divisant cès'detri équations Puiie par l'autre, il Tiendra 



11 faudra mainlepant éliminer c entre (3) et (i); on fera 
pour cela usage de la méthode connue pour l'éliniination , 
laquelle consiste en ce qu'on retranche successivement les 
équations les unes des auti^es. Notasse rapport<fn9 iôt'quéle 
récitât. - — 

En remplaçant -, —, - respectivement par 6, t, z, et 

« 
en mettant, pour abréger , 
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6— i5x* +6zi+ (3z — 5iz3) 64. (24 + i44jï* + 3x4)6* 
— (i88z+a6x3)ft^-f (96+1 o4x«)d^— 1 44zA54:64»«=B , 
— 4-Ki5x«+i5x^— 4i*— (aiz— 33r' + ia3x'^)A 
— (4— 252x*4-i 23x^+z«)&*-^(i84x-5x5— 1 72x^0^ 
+(3a-^ax*— 4x4}W = C , 

on obtiendra Péquation que Voici : 

<«(i 4. *•) + Al« + B/t + 0«4- (I + -^0^ 
X(i+46*-T'5*« + = o... (4). 

< ■..—-. 

Si Ton 7 fait 6 ss--<a» Oy pi^qtt'-W'f«^{Ktt9qiieran-^ 

gîe donné soit clfoït, Téquatton (4) eât divisible par r* — tt', 
et l'on troUTC alors 

étoile lu hiftoîe dup^éi^n. 

( Problème 6. ) Si Ton met dan^ l'équation 

. ' ■ - . ' * \ • 

' " Cr — ^r— aïCx+J') + ^' =^ •'= o 

sugi^^tf n|^t XBt jr éffàvif, h ^érO| et quVMçi çih^che dana 
le premier cas la yaleur correspondante de jr et dans le se- 
cond ca«Ci)elIe de a:y^ïl,ton<Avf^ ^liê la |>atAbole i^sl coupée 
par les côlés^AD , AG à une distance = A , à partir de A , ce 
^uî monhie/qué Kalê' de la 'paral)o1c divise Tangle droit en 
parties égales. 

—cet ' 

t;i§i nuf î=R4iV ré<|w^WQ;r^---T-'^ + ^' *e.clïa|ige en. . . 

J^ = — ;: — \r c. dont la solution parjticulière estarr =-7- , 

-««:.. • - - "^ ... -4 

équation de l'hyperbole équllalèi\i, i*ap portée à ses asymp-^ 
lotcsDAet AE. i- 



APPSNPIGS. 375 

■— — ex 
Si m^'sz.ac ^ l'équation j* = 1- c se change en 

2, 

s • 

MOT Q fJC 

Y = — -,— + c , dont la solution partîculîëre est 

x'^ = — ^ay f équation d'une parabole dont l'axe des abs- 
cisses est en DA, , et dont le sommet se trouve en A. 

(Problème 7.) Démontrons d'abord que lie milieu de 
KL est en même temps le point de contact de la parabole 
qui a pour équation la solution particulière. 

En différentiant les deux équations /= c (or — ft) + 7- y 

4c 

jr* == û(a?— A) , et égalant les deux yaleurs de /> qui en ré- 
sultent, on trouve pour l'ordonnée du point de contact 

a 

2a 

j-zzzc (x — h) 4- y- , etj^*= or, on obtient j-= —db(ahy , 

expression des valeurs relatives des ordonnées des points K et 

a 

2C 



J"^ — . Mais en combinant les deux équations primitives 



L , dont les valeurs absolues sont par conséquent — f- (ahy y 



et f- (ohy, La moitié de la somme de ces deux ordon- 
ne 



nées étant donc = (a%)% on trouvera que Fordonnée du 
milieu de KL est = — , même valeur que nous venons de 

Juif 

trouvet pour l'ordonnée du pointde contact. 



«'■ T 



{SttrlfTfnênte problème.) La sohitton particulière se se- 
rait obtenue aussi ^e la manière suivante. 

La droite KL a pour équation j* = c(x — «) , d'où 

^=ar — -. Cette valeur, substituée dans l'équation..* 



I 
t 
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« = ^ — 7-T donne x— - — A 4- -t-t = ii = o. On en tire 
4c* c 4^ 

J* =-5-=ïo. L'élimination de c entre tt = o et 

2c de 

— = o conduit & la solution particulière > rapportée au 

texte, j' = a(x — A), équation qui exprime la valeur de 
Taire m* par les coordonnées de la courbe qui a pour équa** 
tion la solution particulière. 

Nous nous proposons de trooter par le même procédé la 
solution particulière qui appartient à la section conique en 
général qui a pour équation y^ ss vlox -4* bx'^. Nous avons 
trouvé dans la note sur le n^ 73 , exemple lY , pour Faire 
KLAK dans la fîg. 9, que nous supposons représenter aussi 
ici la section conique en général , 

Paire KLAK= m* = ^(^+ j) ($ + W + bx'>f 
— — s^-q — arc J 008=: ^ 

b^ L b{c--hys 

En 7 mettant, puisque KL a pour équation j^ = c (x— >x') , 
X — '- au lieu de x\ on obtient 



-^ ^ ,^. arc y cos=? î-= y-^i«* = i£:;s:o, 

7. » \ ^ /^» 7.\ï / 



a (c*— Z^)^ 



T> du 

De -7- =^ <> > o» tire 

de 
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•[?-:^<--')] 



de 



j, , a+bx 
= 0, d'où c ■= . 



En remettant cette Talenr dans 11 = 0, on troure pour la 
solution particulière 

i 

b* 

ta 

• Pour la parabole, c'est-à-dire lorsque 6 = 9. les deux 
premiers termes de cette équation deviennent |. Pour trou- 
yer dans ce cas la vraie valeur , on suivra un procédé 
semblable à celui que nous avons suivi dans la note sur le 

n^ 73, exemple IV. En mettant, pour abréger.. •' 

{a +*^)* — ij* = jR* , on aura , si Ton fait 7,ax — J'*= <* a 

et 9 en introduisant arc sin à la place de arc cos, et dérelop* 
pant cet arc en série , il viendra au lieu de l'équation (tf), 

{z(z«-«')*-«V-»[^(^'-«')'4-^(**-«r-...]}' , 



z" — «• x\t''— a-)' 



= m 



4^ 



.1 % 



i^-T^l—. p +•• • • J 



1 
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DiTÎsant maintenant le numérateur et le dénominateur par 

X— a, et faisant ensuite zc=a ^ valeur qui répond à celle 

6 = o y on tombe sur Téquation donnée au texte , page 266, 

lîgoe 8, 

Puisque dans la courba qui a pour équation la solution 

dr 
particulière de la ligne droite KL , on a c = -p , la yaleur 

d^ A *4* bx 
de c trouvée ci-deasus donne j^ = » Cû intégrant 

on a 

j^ = aor + icr* + C, 

d'où il suit que la courbe cherchée est une section conique 
€t respectivement une parabole , une ellipse, ou une bjper-< 
bole, selon que la courbe proposée est Tune ou Tautre. SI 
c'était />.e. une parabole où &=:o, la coprbe cbercbêe au* 
rait pour équation jr* = 2ax -f- C, comme on l'a montré 

au texte.oii C=: — (— j^.»»^, c'e9l-à-dire où C est déter- 
miné par l'aire donnée = m*. 

Soit la courbe proposée une ellipse dopt les demi-axes 
soient A et B, on aura 

B* ^— B* B* 

û = J> * = -^» et j-=_(2Ax-a:*) + C. 

En y mettant ar=3< •4** A , on a pour la courbe qui a pour 
équation la solution particulière, une ellipse rapportée au 
centre qui a pour équation 

ky* — c A* + B»f* — A*B* = o , 
on yoit que les deux demi-axes, représentés par A^B^ 

seront A'* = gr (^' + ^) > B'* = B* -f C , ce qui donne 

la proportion 

A'» : A* =a B'« : B*. 
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II s'ensuit qve les deux ellipses y savoir , la proposée et celle 
de lafiolution particulière , sont concentriques. Pour déter- 
miner G' et par là Tun des demi-axes^ c'est-à-dire pour 
trouver le sommet de l'ellipse qui a pour équation la solu- 
tion particalière, il faut mettre j* = o dans Téquation («) 
et déterminer par là x. Aussi obtiendrait-on par la valeur 
de l'aire de la section conique n** 78^ exemple II, en met* 

S* . 

tant cette aire = — • et faisant dans la formule du numéro 

B* B* 

cité , a:' = A — A', 711 = -j- , ti = --— , l'équation 

-.AtA».^A'»)^ + AVarc(coi?=r'^) = ~.| 

par où l'on trouverait A'. Si Paire m* était exprimée par un 
segmeut de cercle 1 la seule construotion du cercle -suffirait 
pour trouver A'. 

On concevra aisément que tout ce qui a été dît ici de 
l'ellipse, s'étend aussi à l'hyperlx>le. 

N» 92. 

( Exemple /. ) Oa a ici / ;= - (a*— x'*)» , p'= 11^ , 

on trouvera donc enfin 

j^ = o , X =: c. 
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(Exemple IL) On di ici y s=i{irx'—x*y, y=r^f!, 

y 

^-7^' *=*=?• dï'=</' *+* =7' 



On obtient par là 

: jp ....(0, J'=^(2r— x)-...(2). 



j? 



En élevant ces deux expressions au quarré, substituant à 
y^ sa râleur en x% et ajoutant ensuite les résultais , il 
Tiendra 

l(y+ ar') =8rx'— Zx^*. ... (3)- 
En éliminant x^ entre les équations (i) et (3), on obtient 

y + ^r'(^x^-^rx+^^+x(x—^ry=o. 
En y faisant en même temps r=^H-^, et 0:—^ = /, 



on trouve 



y + V^ (^— a«— ^) + ^- aû<'= o, 

la même équation que nous avons donnée dans la note sur 
le n** 56, problème i. 



On a (fig. 19) QS = MS.tangQMS=/.MS; donc 
MS* + QS« = MQ* = MS* (I +y ») = iL±^\ 

4^* 



\ 
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àe là MQ= ^^' "^/'^ , doncMQ égala la.moîtié du 
rayon de courbure (n** 5o). 



Pour que les rayons parallèles entre eux tombent perpen* 
diculaîrement sur l'axe des ordonnées , on n'a qu'à cbanger 
dans l'équation proposée x' en y, et vice versa» 

( Exemple JJL ) On a ici jr' = — , d'où p' = — , 



2 €L 

q = -, On trouve x = o, r = -7, c'est-à-dire que la caus* 
a 4 

tique est un point , savoir le foyer de la parabole. 



a , — a* 



Si l'on a y^ = ax' , p' = — ^ , q' = -7-77; donc, d'après 
les formules ci- dessus, 

— j ; en substituant cette valeur dans 

(2), on tombe sur l'équation, rapportée au texte 

ax fZ 2x\* 

. La courbe qui correspond à cette équation est symétrique- 
relativement à l'axe des y , et elle s'étend depuis x = o jus- 
qu'à a: = -|- 00 ; elle coupe l'axe des abscisses en deux 

points^ savoir où x = o, et où a: = ^ ; elle est fermée en- 
tre J? = o et or = ^ 5 au-delà de la valeur de x == a^ , 
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elle est composée de deux branches infinies. Lorsque 

3a ^ T . 1 3a — ix ^ 
a: = -7-,onaj^a=-. La valenr de p = ~ montre 

* ^ 4( Box y 

que, lorsque xzszo, la tangente est perpendiculaire à l'aie 

des abscisses, et que j lorsque x = ^, il y a deux tan^ 

gentes qui se coupent soos un angle égal aa tiers d'an 
droit. 
Pour la quadrature de cette courbe , on a 

intégrale qui, prise depuis x=so jusqu'à or = ^ , donne 



20. |/3 

Pour la rectification de la même courbe^ on a 



J 4.(3^)* 



1 a 

(3«r, ax* 

— — I I + C> 

3. (3a)* 



intégrale qui, prise depuis x = ù jusqu'à 2:=^, donne 

4 

pour la longueur de l'arc — ^ ^. 

. {Exemple IF,) On a ici /•=!*— ar'», //= ~^ 



^—^yr f^^^ 



y ' 
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I 

d'où y à cause de (r^x)^ = «', on tire 

e t enfin (4r* — r* + 4^')^ == 27r ^a:*. 

{Exemple F',) L'équation de la cycloïde (n* 54, pro^ 
blême 7) 



donne 



' = a.arcTsin Ters= — j — (^ajr' — y^y. ... («), 






. • • • 



D'après les conditions du problème^ on obtient 

a: = a:^-.^=xH ^ .... (i), 

J- = y H f- = —^^ -^^ (2) ; 

en éliminant x' et j^ entre les équations («) , (i), (2}^ on 
obtient 

a:=a.arcl sin vers = i + T — ^-^* | — (^J"— y)*.-«08). 

Si l'on examine attentivement les équations («) et (/S) , on 
verra que les bases de ces deui^ cjcioïdes sont entre elles 
comme i à 2. 

N»93. 

( Exemple L ) On trouve 
a:=:r — asin-, ^=j 2a' fi — cos-J — a^^sin - j |* 
= fl( I — cos - ) = a. sin vers- : 



384 àimsmcté 

delà 

I =: a. arc ftin vcr5= - j, a sin- = (t3Lay -^jr^y y 
donc 

jT := a . arc (sin vers = - j — {lajr — j^)* • 

{Exemple JL) £n faisant ?ii = a = ^, et mettant en 
même temps ces - = ;k , les expressions de x et de j* se 
changent en 

x=z^a{z* ^z),.. (i), j-sssaaCi — z).(i — z»)*.».(2). 
Élerant ces deux expressions au quarré et ajoutant l'une à 

, . aa— (r'-f-a:*)* 
lautre. on obtient z = ^ ^, 

substituant la valeur de z dans (i)» on obtiendra 

d'oïl 

jr( -J- 2J-» (jr» — aoa:' —2a') + x* — 4^"^ = ^^ * 

l'équation de la cardioïde. 



Si Ton suppose que m^siû^ a=:-y on a , en faisant 

I 

|=S1— 3j5 + A«^.., (0, -1=2(1— ZT... (2). 

ÉIcTant ces deux expressions au quarrc et ajoutant Fune 
à l'autre, on obtient 






'. ' • ^1^5=5-,6z-3*»-f.4x'..., (3),' 

en etk retranchant l'équation (i) multipliée par 2 ^ oti a 

■?!±^^-Ç:^3(.-i>).... (4). 

En éliminant taâintenant 1.7— «** entré (4) et (2), on 
trouvera 

^,'^' = (a?»r+^ — â^:t)% ou en faisant rf = *«.-H^, * 

• ■ 
équation donnée dans le n®. 92 , exemple JV. 

{Exemple' H I,) t signifié la longtieni* de Virèàe la 
courbe proposée dont Péquation est exprimée en x' et y' • 
Désignant par t' la partie Tarîable de F intégrale è . . « « 

/(i +-^a)*^^'> ^^ * <=<' + <?, oiilà constante arbi- 
traire c, d'après ce qui a été rapporté au commencement 
de ce numéro^ se détermine par le point où. le mou^ment 
est supposé commencer. D'après cela, les trois formulés du 
texte pourront aussi s'exprimer ainsi : 

d^' Air 

Pour l'équation r'* == -r — *'^ on a " 

{ôm) 

25 



386 JkfffBNDiCB» 

En y faisant cs=o, c'est-k-dîre en mettant le oommence-* 
ment du xnouTement de la ligne droite en A (fig. 9), et en 
observant que 



d^ 



on a 

x' m f mx \ ^ 

d'oà- ^ sam^x + Î^J, éqtt«tioQ^ U parabrfe (n» 52). 



Pour la cycloïde qui a pour équation 

x' s=B fl . arc (sin ver» ^=^^ — (2a>' — jK*)* , 

onal' + c= — a(2û)'.(2fl— y)'. En mettant cs=o, 
c'est-à-dire en supposant que le mouyement de la ligne 
droite commence en A ( fig. 1 2) , où j^ ^ 2« , on a , à cause 

_ dy (2a -r* r dx' y^ 

(2fl) (2tf; 

« = a . arc ^sin Ter» =^ + (»«/ — / ')* » ^ — 4^ — /r 

à*oJi 
= a.arc(sîn W8 = 4fLri2::^+[aa(4a^j»)^(4«^^)»]* , 

ou , en obserrant que 

7m — arc (sin vers = j") =a: + arc(sin veri = J") , 
2«--X3=a.arcrsinYer8=— "M— [2a(4a^J^)---(4«*^^ y 



a: 
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équation de la même forme que la. proposée si fon fait 
izsr — xssty et 4^ — jr^su» Dans la figure ta, AMOK 
représente la o^toïde cherchée, si AM'A' est .supposée re^ 
présenter lacycloïde proposée ou immobile* 

N» 94. 

— » 

{Exemple L) L'intégrale den^andée eit déjà donnée dans 
^a note sur le n* 8g, équation (6). Cette; équation, en y fai- 
sant c =: o , d'où A = ^ , se change en celle-ci : * ^ 

(ji*.-r4<>-^i)f»<i6K«+i6f4-8<+i)»»o, -^ 
ou si , d'après les suhUiiutiôtis fautes y on remplace t et u 

X Y ' 

respectivement par -^ -, en ._ ' 

(y^ — flj: — — j (i6j* + i*J^+ 8fl!r -f- «■)t»!t) • • 

/ « • ■ 

le premier des facteurs de cette équation est précisément 
rintégrale partîi^ulière pour crïse. 

Il n'est pas hors de propos de faire observer àçî au lecteur 
la différence qu'il yaentr» V intégrale particulière et la 
solution particulière. On obtient Vintégrale particulière 
en donnant à la constante arbitraire , ajoutée à V intégrale 
générale, une valeur invariable; mais pour obtenir la s^lw 
lion particulière , il faut y faire varier la constante arbi- 

traire ( u** 90). On voit ^r laïque , si l'équation -?«• =s o ne 

renferme que ç et des constante», là primitive us= o n'^st 
pas susceptible de solution particulière; on parvient dans 
ce cas à une intégrale particulière. 

Soit, par exemple, jr^ — x^ ^-^aca + <î* =« w r:: o. On 

tire de -r-zsizo^ c^=i'a' «dotiC) en substituant dans n = , 
de • * ' 

on obtient ^' — x^ — a* = o , une intégrale particulière. 
{Exemple II,) Voyons comment on peut obtenir; im- 

a5. . 
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{Problème 2. ) Pour trouver la trajeeloire appartenant à 

y 

Péquation proposée j^ = wix', on a d'abord p' ='^ = '"; 
en substituant cette taleur de p' dans l'équation 

P-- 

a = -^ ■ , - , on obtient a s= 7 — ; changeant main* 

tenant x\y^ en J?,J", il vient a»= -^^^^-, équation dif- 
férentielle qui conduit à l'intégrale rapportée au texte. 

Pour trouver la trajectoire orthogonale appartenant à 
Péquation proposée j*'' = mx\ on tombe sur l'équation 
difiërentielle aar +/57" =^ o qui, intégrée, donne j^*4-^'^*= ^• 

Pour trouver la trajectoire orthogonale appartenant àl'è- 

quation proposée y = maf , on aura a intégrer l'équa- 
tion différentielle ' eut ^-i fijp:s2 0. On obtiendra.... 
fiy* 4* «ar* = ^ ) «ne ellipse. 

( problème 4> ) De l'équation propos^ 

a{X'^jp)z=:jr{i+ p*y^efEkj ÙM9intx=^^^y on tire 

_ ^ g» 4. (M«tf > ^ tt« 4. g») ^ ' / * dii _ /^d« 
^~ «(a»— 1) ' Jp^u~J a: 



=/: 



'» ' ' 



M (a*— i)du 



_ (mVi» — m* If fl«) 4. (m'û' — h* + a*)* 

en mettant (a*M" — u^ rf- a' )* := z, cette intégrale se change 
en / — ' — ==— Iog(^t — z) ; on aura donc x(i— z) — cs=o, 

o\i. ^ • y — :-=*% ce qui. donne l'équation rapportée au 

• •■- ■■^.> A. -^ 

texte, si l'on remet la valeur de z en a: et jr. 
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{Problhne 6.) En mettant dans l'équation différen- 
tielle (i +/>*)» =^^^, au lieu de J', ^, on ob- 

tient 

"^"^ 3 — f> "" 1/2 '1/2+^ Va • \/a— #" 
d'où , par l'intégration , 



i+i/ï ~ -1 



<v/x — v<r) "^^ (^-j-).(v/^-v<r) "" 

La solution particulière donne j^ + «=* — a^J* — o > ^*^® 
ligne droite. 

(^ Problème 7.) Soit l'arc de la courbe chercbée =*, 
Pabscisse = ar, on a, par les conditions du problème, 

1 dx 

s:v^œ = i:a. d'oh d^ = (da:* + djr*)* = / » 

^ ZLay X 

équation qui donne 

j- =7^ arc (sin vers = 4a'x) — {— '— a:^*, 
équation d'une cycloïde. (Forez n** 54 yprçbl^ 7) 

N*96. 

d* T 
{Sur (i), exemple). — • = &ax. On a ici «X = &ax. On 

obtient successivement 

d,^ = &axdx, ^z=.Zax^ ^c\ dy = ^ax'Ax + cdx , 
dx ^ dx 

j = ax^ -|- cj: 4" ^'* 
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(Sur (2). ) On tire de x =f^f + c , 

d^ 

dx = ^. d'où P=^«^=Jr:«y, 
P dx dar dx* ^ 

PéqiiatioQ proposée. 

De r^p^^<f oDtire dj:=s^, ou pd*=^, 

' OU da:p=— , d'ob l'on dédait, comme aupararanti la 

proposée. 

{Sur (7), Exemple,) Pour parvenir de l'intégrale.... 
Sa{x _ c)^ =. 9(j- — c'y à l'équation différentielle propo- 

sée y = -, il faudrait éliminer c et c' entre l'intégrale et 

les deux différentielles premières; mais on parvient plus fa- 
cilement à l'équation différentielle de la manière suivante: 
On tire de 8a {x — c)^ = 9 (^ — c')* , 

(x-cy 

donc /^^ = a. 

N°97- 



( Pro^&me a.) On obtient, par le n» 96 (2) 



t • 



a 



J (.1 +pr (i +pT ■ 
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donc 

en éliminant p^ entre ces deux expressions , on obtient 

équation d'un cercle du rayon = a, et dont le centre a 
pour coordonnées c et c . 

(Problème 3.) Si l'on met, en prenant le signe négatif de 
l'exposant C7^*, 71=^ , on tombe sur l'équation différentielle 

àx = , ■ ■ ■ ^ = — ïI—Z-. , qui donne , par l'inlégra* 

tion, l'équation de la cjcioïde. 

Si l'on fait, en prenant le sigpe négatif de l'exposant 
71 = I , on tombe sur l'équalion différentielle 



dxss: 



ày jrAjr 






qui donne, par l'intégration, l'équation d'un cercle. 
{ Problème ^.)ïie la différentielle 



f 



^^=1-^^^=^. 



on déduit l'intégrale 

^ = ((?-^Q.(a— 4^T + |arc^sin=== j~^j + 

équation d'une courbe transcendante. 

( Problème 5). La seconde condition du problème qui est 

/,,... p pÀx 

exprimée par 1 équation j?-^-î-=:a, ou x — '--: — =^, 



OU (r — a)(J/i— »dx = o, ou — — ^ -^, donne par 
Fintégration , -2 — ^^c. On a de plui 

jrssfpix s= c/(x — fl)dx ==: — — acx + c\ 

Jm 

l'éqnation de la parabole ordinaire* 

D'après la première condition du problème qui s'exprime 

par l'éqnation j^+im^=:a, ona(n* 96, 5) 

«tr— «)/>4p+(i-/^)4r=o, ou -fe- + .2P^^=o. 

jf^ — a I *— /ï 
On en tire 

«Cr— «)=»— /'■f d'oi />=[!— c(/-— a)]', 
donc 



=/i 



.^: - 



2 



r = — [i-cCr-fl)r+c', 



équation d'une parabole ordinaire. 

{Remarque.) Si Ton chasse entre une équation différen- 
tielle de Tordre n et sa différentielle prise par rapport à 

^, le coefficient différentiel j^, on obtient. une équa- 

tion différentielle de l'ordre n -- i. En intégrant cette équa- 
tion différentielle n — I fois de suite, on obtient une équa- 
tion primitive i' = o qui est la solution particulière de 
Téquation prîmitite 11 = 0, c'est-à-Jîre de l'intégrale de 
l'équation différentielle proposée de l'ordre n. Dans ces deux 
équations primitives, tous les coefficîens différentiels du pre- 
mier ordre, jusqu'à celui de l'ordre n + i , seront égaux 
entre eux, et les courbes correspondantes auixmt par consé- 
quent entre elles un contact de l'ordre n + i. ( Voyez 
»'5o.) ^ ^ 
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N» 98. 

Caprès oe qui a été dit en (i) dans ce numéro, il est fa^ 

cile de trouver l'équation primitive qui répond à l'équation 

d*r 

■j^ = X* L'équation primitive qu'on obtient en intégrant 

n fois de suite, renfermera n constantes arbitraires, et l'é« 

3uation différentielle proposée est sa différentielle immé- 
iate de l'ordre n. 

Dans l'équation différentielle, considérée en (2) , r=/{^); 
il faudrait, d'après le procédé de l'auteur, intégrer sépa- 

rément chacune des deux différentielles ix = 7^. et 

d d ^ 

d/=-j=^/-^~, et éliminer y entre les intégrales trou- 
vées; mais an lieu de cela, il suffît d'intégrer seulement 
l'équation différentielle da:s=: y > et de déterminer dans 

l'intégrale q par x* On parvient par là à l'équation diffé-^ 

d'r 
rentielle -r^ = X, o& X ne renferme que jt. En intégrant 

cette équation h l'aide de n** g6 (i), on parvient à l'équation 
primitive cherchée. De la même manière, on ramènera 

aussi réq\iation différentielle générale -j^ =y*f j-^^ 1 à 

d"~'r 
l'équation différeniielle • ■ • - fl; =3X, oii X ne renferme 

on a 



, d«y dx«"» 

que x; car a cause de -r-z = — j » 

^ ' dar» dx 



"" d"r "^ r^d"*">-\' 



dx« 
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On Toit qne l'on tombe ain$î sur une équation différentielle 
de la forme qu'on a traitée en (i) de ce numéro. 

On peut faire usage de la même méthode pour intégrer 
l'équation diiTéreutielle traitée en (3) de oe numéro , 

r=/(i»). 

Il snffit pour cela d'intégrer la première des detix équa- 
tions qu'on y a rapportées , savoir l'équation différentielle 

dxsEs £ j", et de déterminer dans l'intégrale p 

par X. L'équation différentielle r=Tf(jp) se réduit parla à 

dr 
l'équation -j^ ==X. On toit aisément que l'équation diffé- 
dx 

d"f /d'*"^y\ 
rentielle générale j^=/( 5 — ^j ^ réduit par cette mé- 

thode à l'équation 3— ~, = X ( traitée en (1) de ce numéro)^ 

ou X ne renferme que x. 

Nous allons appliquer la méthode que nous venons d'ex- 
poser, à l'équation proposée en (a), r=y*. 

On a ici. 

j d^ àq ,, , — 1 dy I 
dx = ---i =— J, d'où X — c= , ou ^=~= • 

On tire de là successivement , k l'aide d u n^ g6 ( i ) , 

^ s c'— log((?— x) , jr =5 c* + c'x — ./dx log(c — X). 

Or, on a (n« 68) , 
/dxlog(c — x) = c? — X — (c — x) log (c— x) ; 
l'équation primitive cherchée est donc, si l'on fait..* 

j' = C+ C'x + (c— x).log(c — x). 



-jf 

r I = — * 

2J)' 



X = 



On en tîre ' 

p=C'-i-log(c-x), y=_L-, r=j^-L^^, 

d'où r =: y', réquation difierentielle proposée. 

Dans Féquatîoti diCPéreotiellG proposée en (3), r-zzzp"-^^ 
on a 

^ i . ' 

Jl^ff(p)^pr J (a«y_i)« (ticp'-if 

delà ;> = 4rW£lËZz£j.'±i\ équation différeatielle 
qui donne , intégrée ; 

, N'99. 

» 9 ' . • . 

{Ad, 1). On propose, de trouver la valeur de l'intégrale 
y"=L I r-7 entre xn^i et xse=^. 

On a ici ' 

I dX ar, d"X i ?f- 2*' 



X = 



>^MMA^»~^ 



Hh 






9 I 
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_j s- y , etc. Si 1 on tait, cutis ces expressions, 

:t = a = i , il TÎcnt 



A— * A/^ 4 A#_ «* Aii_ 7-32 
ï/3 3^/3 3^/3 g. 1/3 

doDC) à cause de i^& — asj, 



.-M' 



V/3' 

{Âd. ^ y exemple /.) On tire aussi , de l'expression donnée 
par Pauienr, 

j^as ce-»— «•(<r-* — I ) + mi«-/e-* _ i -f -^ 



ou 



+ n(7i— iK-«(^— — - + i j+ .... 

Or , Péqnatlon proposée djr '^jrdx = x^dx donne , k cause 
de y3c"e*djf=c*[x" — iiar"-'4./i(n— i)jr»"^ — •••]» par 
le n** 88 y forme a, 

j-e* — e* [a:»— «a?»-» 4-/1(7»—. i)^?»^*— .. . .] ==C. 

Faisant ici successiTement x=^a, j-^zc^ et x=^ùf 
y"=sC'\»k ^ et retranchant les équations trouTées par là, 
Tune de l'autre , on obtient 

c+.* = ce-*+A"— ni'-' + nCn—OA''-^»— ... 



l! 
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En mettant dans cette expression bz=za^h^ on parvient, 
à l'aide du n** 16 , à l'expression rapportée plus haut, 
(a) Exemple IL ) On a ici 



da ar dû* ^ ^ 'a*' 

d^c , ,. . 6c 

d^^ 



== (n— i)'a»-» + 2a"-» 5 , 



\c 



j^= (n— a)(n— i)*fl-^3^2(/i-2)<i»-'— 6a»-^+ ^> etc.; 

donc 

'^+* = c+ (a.-£)l+[(„-.)a.-'+^]il 

(6c\ A^ 

+{C(«-i)-(n-^)+»(«-^)-6]«.-3+^}-J|l^+... 

* 1.2.3 1.2.3.4 

ou , en observant que 

b^b\_ ^2 * 2,3 ^ 2.3,4 — ^'•"J 

~/> +ïL 'ï+a J^^^*\ n+2 )' 

le même résultat qu'»n aurait obtenu par le n® 88, forme 2, 
exemple , si l'on y avait pris l'intégrale entre les limites 
a: = a jet x = b. 

(Rpewple III. ) Dans Pexemple proposé • . 
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i*jr + mxi^j'Ax'^ =0 , on a 

à*c , d'c de 

da* ' da' da 

d*c de 

da* da ' ' 

donc 

, . .de- , A* , / ^ dc\ A3 

^^ ^dtf 1.2 \ ^ da/i.2.3 



éu^'*'^c — 2na-j «(/i— i)e j + .^,. 



1.2.3.4 L. da 

En y faisant, par exemple, fi£=o, Tégoation proposée 
se change en d'j'+«7'da:*=o, et il vient 

' \ 1.2 1.2.3.4 / ^^\ 1.2.3 y 

Ori on obtient par le n° 96 (6), pour Itnt^ale seconde de 
l'équation i'jr •+■ tjàx* = 0, 

delà . ^S_=o'>^— «.Ce-'^— ; 
l'intégrale première est donc 



Si l'on fait — = e', — 3= *', les expressions x= a, 

jrz=zc, p'=zc' et a: = ^, 7"=e+*, /?~c' + *' seront 
des valeurs correspondantes. On tire , diaprés cela , de Tin- 
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iégrale première que nous * venons de trouver , 
Ces deux équations donnent 



or, on tire de -^=z= = Ce' *'"*— Ce"' ^~* 

v^ — « ' 

^^' = Ce* V^-- - Ce-* »/ -« . 

En chassant C de ces deux expressions, il viendra 
Cv/-(e'*v'-«_e-V-.)^(,.^.^,j/v'-^,^«v'-,,(3^^ 

L'élimination de C et c' + *' entre les équations (i), (2), (3), 
conduit à lexpressidn donnée ci dessus pour c-f-i. 

N° ioo. 

En prenant de l'intégrale u -^ç(b)=tzu'—b les deux dif- 
férentielles partielles et divisant Tune par l'autre, on tombe 
immédiatement sur l'équation différentielle proposée, parce 
que la simple différentiation fait disparaître les deux cons- 
tantes ù, (p{b)y comme on voit dans l'exemple I de ee nu- 
méro, dans l'intégrale z---(p(b):=zx^^y — b. Mais on 
donne à l'intégrale u — (p{b)z=zu~b une autre forme, si 
l'on multiplie l'une des intégrales u — rf=o, u'-^b^rzo 
dont elle est composée, par exemple la dernière, par la 
constante c^ ; on a alors 

u—az=.cvl—cb^ 

26 
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OU en réttniisant a— cb et remplaçant les constantes arbl-" 
traires par d'antres constantes | 

u — aU +f{a) = o ; 

si l'on prend de cette expression , d'après le procédé de Paa^ 
tear , les deux différentielles partielles et que l'on élimine 
entre elles a, on tombe sur l'équation différentielle pro-* 
posée. 

Diaprés œ procédé, on trouve, pour l'intégrale de 
s — ^(é)=x'+/*— é {v€jre% exemple I), 

de là , par la différentiation p — zax = o , jr *— 207- = o j 
si l'on chasse a de ces deux équat ions ^ il vient pjr ^- ^j: = o , 
l'équation différentielle proposée. 

Si l'on multiplie i/^W-fy*(a) = par m^ fonction de 
^j y* ^»c^ qu'on fasae, pour abréger, ctu=:zfi, «u'=y, 
on obtient 

^— «y +«/(«) =s=o, 

une troisième forme de l'intégrale. 

L'élimination de a et def{a) entre cette intégrale et ses 
différentielles partielles, conduit à l'équation différentielle 
proposée. 

{Exemple IF.) px+qys^x» On a ici P=:x, Q=J^r 
R = z;lës équations auxiliaires sont donc 

«ds— «djp=o, a:d^— jdxaro, xdz — zir=iO \ 

on tire des deux premières «s^ox, jrszbx; en faisanA 
a i=if{b) , l'intégrale cherchée sera 



l=/(0 



On Toit, par li, que le solide correspondant est engeiiT 



dré par une droite , passant toujours pendant son mouve^ 
ment, par l'origine des coordonnées; ce sera par consé* 
quent un cône {ce mot pris dans l'acception la plus géné- 
rale ) , dont le sommet se trouve à l'origine des coordonnées 
et dont le côté est la droite génératrice. 

On peut donner h ce cône général une base déterminée 
si l'on détermina conyenablement la fonction qui entre 
dans l'intégrale. Supposons^par exemple^ qu'un plan perpen- 
diculaire à l'axe des x, k la distance h l'origine xzzznif 
coupe le solide suivant un cercle du rayon = r, on aura 

d'o&i en chassant Xy jr^ 2, 



m 

L'équation du solide correspondant est donc 






m' 



réqnation d'un cône droit à base circulaire. (Compares 
n** 80, exemple IIL) 

{Exemple r.) ap+bqz=c. On |i ici P = <l, Q^=:A, 
B. =c ^ les trois équations auxiliaires sont 

c b 
dz — -dj: = o, àjr dâ? = Oy ^d5-^cdj^ = o, 

dont les deux premières donnent 

c b 

z = -^x^m (i), jr — -x=n..., (2); . 

faisant m =/(n) , on obtient l'intégrale cherchée 



-l^=/(^~-4 
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C b 

Les équations (i) et (2), ou -, - sont des constantes dé« 

terminées, mais m et n des constantes arbitraires, ap* 
partiennent aux projections d'une droite qi^il faut s*ima-- 
giner, se mouvant dans l'espace, de manière qu'elle ne 

change pas sa] direction déterminée par -» -» c'est-àrdirç 

qu'elle reste toujours parallèle à elle-même. Le solide en- 
gendré ainsi , qui est le solide correspondant à l'intégrale 
trouvée y sera donc un cylindre (ce mot pris dans l'accep- 
tion la plus générale), ayant pour côté la droite généra- 
trîce. Si c=o, la droite est pendant son mopTement 
toujours parallèle au plan des xjt) si bz^o^ elle est toujours 
parallèle au plan des zf, 

La fonction dans l'intégrale se détermine comme dans 
l'exemple précédent. Soit, par exemple, l'intersection du so- 
lide avec un plan mené par l'origine des coordonnées perpen-* 
diculairement sur l'axe des x , une parabole ordinaire , on 
aura 

d'où l'on tire f{i) = A«'.' Le cylindre déterminé aiira donc 
pour équation 



a 



(-,-')•• 



K*» ICI. 



Les trois équations ausiiraîres, rapportées au texte, 
donnent, par l'intégration, trois équations ptîmitives ren^ 
fermant ^r, j^, z, ^ et trois constantes arbitraires. Si Pon 
élimine entre elles .q et une. constante arbitraire, on par- 
vient à une équation primitive renfermant x,jy ;ç et deux 
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constantes arbitraires, laquelle équation primitive est Tin- 
t^rale cherchée, puisque l'élimination de deux arbitraires, 
entre cette équation primitive et ses deux différentielles 
prisés par rapport À x, z et à j^, z doit nécessairement con- 
duire à l'équation différentielle proposée. 

Voici encore un autre procédé. On n*a qu'à tirer la va- 
leur de q des intégrales des trois équations auxiliaires , et 
de déterminer par là p dans l'équation proposée. Mettant 
ensuite ces valeurs de p et de ^ dans l'équation différen- 
tielle générale àz =:zpdx + qdjr qui appartient à toutes les 
surfaces^ on obtient, par une seconde intégration, l'ioté-* 
grale cherchée. Le lecteur verra Vapplication de ces deux 
méthodes dans les exemples i et 2 , ou le rapport qu'il ^ 
a entre les intégrales trouvées de ces deux manières a été 
en même temps exposé. 

{Exemple JJL) On se fera aisément une idée nette du 

solide , dont l'intégrale est (a:* — b*) f^zm" (z — c)%si l'on 

remplace dans l'équation donnée au n® 82 pour le coin- 

conoïde,.??! — z, j*, r^ respectivement par j*, «— c, 6. On 

Toit par là que le solide en question peut être regardé 

comme engendré par une droit^M se meut sur la circpn* 

férence d'une hyperbole équilalKe parallèlement au plan 

des zjTy pendant que son autre extrémité se trouve dans la 

droite parallèle au plan des xjr à la distance = c. 

b* 
Lorsque c = — , on obtient pour la surface enveloppante^ 

^nî^x^-\'n^jr^:=i^nrn^Zy l'équation d'un cône perpendicu-r 
laire au plan des xjr^ l'axe duquel se trouve dans l'axe àes 
z et dont la section parallèle au plan des xjr^ à la hauteur 

= js', est une ellipse qui a pour demi-axes — - — 9 et 

La seconde intégrale qu'on a trouvée appartient, eomrhie 
on voit aisément, à un cône dont l'axe qui' est on'méme 



temps œlni des s, est perpendiculaire au plan des jr^^ et 
dont le sommet se trouTe en ;e = ^. La section parallèle au 
plan des xy donne une ellipse. 

{Exemple IV-) On a, d'après le n* 83, pour l'aire de 
la surface courbe> 

donc pour le solide en question , 

d'oti PoQ tire y en représentant par «'l'intégrale définie de 

s z=i fvàjr :=^ vjr + C. 

Cherchons l'équation du solide. On tire, de Péqaation dlf^ 
férentielle proposée , 

en substituant ces valen|dans la troisième des trois équa« 
tiens auxiliaires, on obmit 

iq^o, q — Oy d'oi i>=(X*— a*)*î 
substituant en àt^=^pàx -f< qdy^ il iriendra 

dx = (X» — a^fàx + aày \ 

ji 
de là « — aj^ — ft = /(X* — a^Y dx , l'intégrale cber-* 

chée. 

Cette intégrale, qui se peut aussi écrire 

^ — ^y — b =/(^) oi f(x) est une fonction déterminée 
de Xf fait Yoir que toutes les sections de ce solide f paral- 
lèles au plan àesys, domient des lignes droitçs parallèles à 



dies-mèmes; ce solide est donc du nombre des corps cjr^ 
iindriques. 

Pour la valeur particnliëre X = mx* , on obtient Pin- 

tégrale js — aj — 6 = 5—, (m*a: — a*)*, 

{Exemple F^,) On tire de l'équation proposée 

dq a^ a *' 
les trois équations auxiliaires donnent 

adq , „ , a x ^ ar 
— -^ =dx» d'où a = T , P=T h ;, . ', 

ces valeurs substituées eu àz '=.pAx -|- qAjn conduisent à 
r intégrale chercbée 

t — c^zj-^-^x — 61og(i — X). 

La section principale et les sections secondaires parallèles 
au plan des jrt donnent des droites; les sections parallèles 
au plan des ;r^ et à celui des otz donnent des courbes trans-> 
cendantes. On pourra donc s'imaginer qu'une droite paral- 
lèle au plan des zjr, et qui a pour équation t-=z aj-^^^ 
se meuve de manière que ses deux paramètres, savoir son 
inclinaison vers le plan des xjr, laquelle est exprimée par 

mz=z-s y.^ et son ordonnée k l'origine dea coordionisées* . 

— X ° 

>3 = c — a/ — b log {b — x') varient en même temps. 

{Exemple VI, ) On a 

i 

xz dp — Xcz dp ^ 4P 

^^ô^' d^""ÂV' àz~aY dj^~^' 
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Les trois équations auxiliaires dontient 

ces valeurs substituées dans iz z=:pdt + qà^y , il Tiendra 

djs axzdx d j* ^ 

X»— ^* ~ (x» ^ ^*)' ~ ââ» *' - 

on tire de cette équation , dont le premier membre est une 
différentielle complète | par le n^ 8*} , Vintégrale 

(x* — 6*) (j- — c) == 2a*z. 

Pour se faire une idée nette de ce solide, on fera 
y — c =: i» y ce qui ne change rien dans la position i^spec 
tire des plans coordonnés. On a alors 

(X«_é')t^ = 2fl*;8, d'oil X* = — Z + Zr*; 

lorsque t^ est constant , toutes les sections parallèles au plan 

des x% donnent des paraboles ordinaires dont les sommets 

— &» 
«e troutent sur la droite qui a pour équation ;c^s p v, 

dans le plan des vt, et dont les paramètres soDt=: — . 

Ceoorpssera donc engendré , comme on Toit aisément « 
si la parabole mentionnée, et dont le plan est pai^allèle a celui 
des xZf se meut avec le sommet sur la droite mention- 
née, de manière que son paramètre augmente > ou, ce qui 
rerient au. même ^ que la parabole s'élargisse à mesure que 
son sommet s'approcbe du plan des xv^^ et qu'elle se confonde 
enfin dans le plan des xt^ même atec une droite » savoir avec' 
Faie des x ; tandis qu'au-delà de ce point, le paramètre de la 
parabole diminue, o«^ ce qui est la même chose, que la pa- 
rabole se resserre des deux côtés du plap des xi', et qu'elle 
s 
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^'approche de plus en plus d'une droite parallèle k l'axe 
des z. Le point où la parabole touche le plan des Xi^ , lequel 
point, n'est autre chose que l'origine des coordonnées x, 
i^, Zy est en mémél temps le passage à l'opposé pour la 
direction des branches de la parabole. . 

Les sections parallèles au plan des vz ne dotinent que des 
droites* qui passent par l'axe des x. 

Déduisons de l'intégrale trouvée ci -dessus, au moins 

une surface enveloppante. Soit pour cela ^ =5= V'c ; on tire de 

du T + a^* 
U = o , -T— = o {vojrez l'exanple I) c =s,- — , et l'oA 

trouve pour le solide particularisé 8à*z -^-(x* — j")*=ro , 
toutes les sections parallèles au plan des xj^ donnent des 
paraboles ordinaires dont les paramètres = i. 

{Eaùempîe VU- ) C'est p^ les deux équations difiëren- 
tielles rapportées au texte, que le lecteur connaîtra là re^ 
lation qu'il y a entre les constantes arbitraires et les fonc^ 
tiens arbitraires , relation très importante dans la recherche 
ultérieure des surfaces courbes. 

Si l'on traite l'équation ap = {x^jr)q d'après le n^ loo, 
les trois équations auxiliaires donnent 

adz=o , adj'+(a: + y)dx = o, (a:-f-^)dj5 = o, 

La première et la troisiènie donnent zsszb'^ la seconde 

X 

donne à l'aide du li^ 88 , forme 2 j czpe^ (jr+x — a)-. Fin* 
^églrale cherchée sera donc 

X 

Mais si l'on opère d'après le n^ lol , les trois équations 
auxiliaires donnent 

*— — • (i-y)dx=:dz, (i-y)^=-^di!;(a:+^).(i-^)dy=$'d«5 

27 
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en ooaibiaaut la première et la troisîëmey on obtient 



x^b ' jr — & 



^ 9 



en substituant ces valeurs dans ds =:pdar -f- j^dj* , on ob- 
tiendra , 

1 



jBssje ** +-Jxàxe ^ :=^jre « 4.a:« « — 



oe *» , 



ou 



Ea traitant Péquation différentielle proposée j7—^^=s 

d'après le n* loo^ on obtiendra, sans difficulté, Pinte- 
grale 

Mais en opérant dVprès le n^ lot , on trooyera Finie- 
grale 

Pour examiner ce corps , on fera x=zu + ab^ supposition 
qui ne change rien dans la position rectangulaire des coor^ 
données k, J*, x: on obtient ainsi 

aa '2 

ou. en faisant c-l-'*-*^=d« 

aa . • •^ 



/ 
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La section parallèle au plan des j^z donne nne droite , les 
sections parallèles au planMes uz et à celui de irjr donnent 
des paraboles ordinaires. On pourra donc se figurer que la 
droite mentionnée en se mouvant parallèlement à elle- 
même et au plan Acsjrz, engendre ce solide, lequel solide 
appartient par conséquent aux corps cylindriques. 

{Exemple F'IIL) Les trois équations auxiliaires donnent 

• • 

ICI 

-^dx=à8, a^rdj-sisdz, 2j-jBdg=(«-|- 27)^*7 
la troisième , diyisée par la seconde , donne 



r^^-^i^^jriz 



q " ^ ^ 



d'ob; en int^rant^ 



1 y:? - 

aq ^=ijz* ; de là ^ ^=r- — , p r= ax%^\ 

en substituant ces valeurs dans di =/7da:-|* q^Ti ^^ trouyei 
en întégranf y 
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